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Kapitel 1

Einleitung

“We are drowning in information
but starving for knowledge.” (John Naisbett)

“Who[ever] has information fastest and uses it

wins.” (Don Keough, friiherer Prasident von Coca-Cola)

“Datamining will become more important, and
companies will throw away nothing about their
custumers because it will so be so valuable. If
you're not doing this you're out of business.”

(Arno Penzias, Nobelpreistrager 1999)

Wir leben heute in einer Zeit des ungeheuren Wachsums digitaler In-
formation. Schatzungen besagen, dass sich die verfligbare digitale Infor-
mation alle 20 Monate und die schiere Speicherkapazitat alle 9 Monate
verdoppeln (Fayyad und Uthurusamy 2002). Einer der Griinde ist die ex-
ponentiell wachsende Verflgbarkeit von Rechen- und Speicherkapazitat
zu dramatisch fallenden Preisen — eine stetige Entwicklung, die schon von
Moore (1965) quantifiziert wurde.

Die Verfugbarkeit von Information und die schnelle Umsetzung durch
Extraktion von Wissen sind Schliisselfaktoren in Entscheidungsprozessen
— dies wurde von vielen auch als wettbewerbsrelevant erkannt.

Der Begriff Datamining ist in Analogie zum Bergbau, engl. mining, ein-
geflhrt worden. Die Kunst des Bergbaus besteht darin, wertvolle Erze und
Mineralien in einer groBen Menge von so genanntem ,taubem® Gestein
aufzuspulren, zu identifizieren, herauszuarbeiten und zu bergen. Dazu ge-
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hoért, im Gestein zu navigieren, den reichen Fl6zen und Gangen zu folgen
und das Gestein aufzuschieBen, zu separieren, um letztlich die ,Goldklum-
pen“ (nuggets) zu heben. In verschiedenen Bereichen treffen wir in unse-
rer Zeit auf eine solche Situation an: riesige Datenhalden, die heute, dank
winziger Speicherkosten, teilweise nie mehr geléscht werden.

Daten Wissen

&9 =

Abbildung 1.1: Die Ubergeordnete Aufgabe des knowledge-discovery-
Prozesses ist: Wie gewinnt man interessantes Wissen aus einer méglicherweise
erdriickenden Fulle von Daten?

So, wie die Aufgabe des Bergbaus darin besteht, ,Gold“ aus dem groBen
Steingemenge zu bergen, so ist die Aufgabe des Dataminings, wertvolles
Wissen in groBen Datenmengen zu entdecken. Diese Aufgabe wird im Be-
griff knowlegde discovery in databases (KDD) noch starker zum Ausdruck
gebracht und zudem wird Bezug auf die typische Speicherform in Daten-
banken genommen.

Nach der Definition von Fayyad et al. (1996) beschreibt Knowlegde
discovery den (i) nicht-trivialen Prozess der Identifikation von (ii) validen,
(iii) neuen, (iv) potentiell nutzlichen und letztlich (v) verstandlichen bzw.
umsetzbaren (vi) Mustern und Regularitaten aus (vii) Datenbestanden.

Im Folgenden wird diese pragnante Beschreibung an verschiedenen
Stellen weiter erlautert.

Die Nichttrivialitat (i) bedeutet, dass knowlegde discovery in komple-
xen Domanen kein vollkommen automatisierbarer Vorgang ist. Neben teil-
automatisierten Verfahren schlieBt er das Vorwissen und das Interpreta-
tionsvermégen von Experten der Anwendungsdomane unverzichtbar mit
ein. Daher ist die effiziente Integration des Menschen in den iterativen Pro-
zess der Wissensgewinnung eine Schlisselherausforderung. Dies impli-
ziert Aspekte der Gestaltung von Benutzerschnittstellen (human computer
interface, HCI) als auch der Einbindung der Experten in den KDD-Prozess.

Vorgehensmodell CRISP-DM

Um den KDD-Prozess als solchen besser zu planen und zu standardi-
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Abbildung 1.2: Der Datamining-Prozess nach dem CRISP-DM-Standard (CRoss
Industry Standard Process for Datamining) durchlauft mehrere Teilschritte, wobei
die Schrittfolge nicht als linear aufeinander folgend, sondern iterativ und situati-
onsgerecht angepasst vorgesehen ist.

Modellierung

1@

sieren, wurden einige Vorgehensmodelle entwickelt, von denen eines der
verbreitetsten hier kurz dargestellt werden soll. Der CRoss Industry Stan-
dard Process for Datamining (CRISP-DM) wurde von einem internationa-
len Industriekonsortium (NCR, Daimler Chrysler, SPSS, OHRA, Chapman
et al. 2000) entwickelt. Wie in Abb. 1.2 illustriert, beschreibt CRISP-DM
sechs Kernbereiche eines Datamining-Projekts, deren zeitliche Abfolge
nicht in sechs streng sukzessiven Phasen vorgeschlagen wird, sondern
im Gegenteil, es wird ein iterativer und stark vernetzter Ablauf angelegt:

e Im ersten Schritt eines Projekts gilt es, zunachst ein Verstandnis
fUr die relevanten Vorgange im Geschafts- bzw. Anwendungsbereich
zu gewinnen (business understanding). Da das KDD-Ziel ist, neues
Wissen (iii) zu entdecken, ist es bedeutsam eine gute Orientierung
dartber zu haben, welche Bereiche bekannt und welche potentiell
relevant sind. Das Ergebnis soll eine klare Festlegung der Anfor-
derungen, Projektziele (aus Geschéfts- bzw. Anwendungssicht) und
Rahmenbedingungen beinhalten.

Das Fokussieren dieser Ziele und das Stellen relevanter Fragen sind
die wichtigsten Planungsschritte im Datamining-Prozess. Gute Fra-
gen sind solche, deren Antwort irgendwo in den Daten verborgen
liegt. lhre Formulierung erfordert oft die Kooperation von verschie-
denen Partnern: Man muss die Geschafts- oder Wissensziele ver-
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stehen, die verfligbaren Daten interpretieren und die Datamining-
Verfahren der nachfolgenden Phasen kennen. Mitarbeiter, die in al-
len drei Bereichen kompetent sind, gibt es zwar ganz selten, aber sie
sind duBerst wertvoll;

der zweite Bereich fokussiert auf die vorhandenen bzw. noch zu
beschaffenden Datenbestande. Dies beinhaltet die Sichtung, Doku-
mentation und Uberblicksartige Exploration der Daten. Die starke In-
terdependenz mit der Zielplanung wird durch die Pfeile in beide Rich-
tungen ausgedrickt;

die Datenvorbereitung schafft integrative Zugange zu den Daten durch
Zusammenfuhrung der (mdglicherweise weit verstreuten) Datensét-
ze und deren Aufbereitung in geeignete Datenformate. Dies involviert
auch die Beseitigung von Inkonsistenzen, die Behandlung fehlender
Werte und die Erweiterung um abgeleitete, spéter hilfreiche GréBen;

die Modellbildung umfasst die Auswahl der verwendeten Algorithmen
und Bewertungsverfahren, die meist iterative Gewinnung der Modelle
und deren technische Bewertung;

bei der Evaluierung steht, im Gegensatz zu vorher, die Beurteilung
des gewonnenen Modells aus der Anwendungsperspektive im Vor-
dergrund. Hierzu werden die gefundenen Muster adaquat prasentiert
und vom Experten entsprechend der definierten Projekiziele bewer-
tet. Die Zwischenschritte werden Uberpriift und die nachsten Schritte
geplant;

wenn die Evaluierung erfolgreich ist, werden die Ergebnisse doku-
mentiert und ggf. ein Umsetzungsplan fir das gefundene Wissen er-
stellt und ausgefihrt. Dies kann zum Beispiel die Durchflihrung einer
Werbekampagne (s.u.) sein oder die Integration einer Risikobewer-
tung in ein klinisches Informationssystem (s. Kap. 9).

Anwendungsbeispiele fiir Datamining

Ein typisches und kommerziell sehr erfolgreiches Einsatzfeld fir Data-

mining Verfahren ist der Bereich Marketing und Kundenbindung — (neu-
deutsch:) Customer Relationship Management (CRM).

Kampagnenplanung: Zur Optimierung der Marketingaktivitat werden Kun-
dendaten analysiert, um z.B. herauszufinden, welche typischen Kunden



profitabel sind oder werden kénnten. Aus der Schétzung der Empféng-
lichkeit fir eine bestimmte WerbemaBnahme wird genau jenes Kunden-
segment bestimmt, in das in einer Marketingaktion investiert wird, oder
umgekehrt, nicht investiert wird.

Churn management ist eine dazu verwandte Anwendung mit umgekehr-
tem Vorzeichen: Fir eine Telefongesellschaft gilt es z.B., der Kiindigung
eines Dienstleistungsvertrages gezielt entgegenwirken zu kbnnen. Indem
man die mogliche Unzufriedenheit des Kunden abzuschéatzen versucht,
kann die Kundenbindung durch konkrete Problembehebung oder gezielte
Freundlichkeiten (Anruf, Brief, spezielle Angebote etc.) wieder verbessert
werden. Die Datenbasis kann sich hier auf die Vertragsdetails und die ge-
samte Beziehungshistorie mit den Kunden ausweiten.

Webshops: Die Entwicklung des Internets hat die vollautomatische Rund-
um-die-Uhr Onlinevermarktung von Produkten und Services ermdglicht.
Man mag annehmen, dass die Vermarktungskosten deutlich geringer sind
als im klassischen Geschéft. Dies ist durchaus nicht immer so, aber es
ergeben sich durch Datamining-Techniken ganz neue Moglichkeiten, Kun-
den durch Zusatzservices zu binden. Man unterscheidet zwei grundsatz-
liche Arten von Kauferverhalten. Der Sucher wei3, was er will — er kann
online durch gute Datenbanksuchoptionen und -strategien hocheffizient
bedient werden. Der Spontank&ufer dagegen schlendert und wartet, bis er
etwas Reizvolles findet, das bei ihm den nétigen Kaufimpuls auslést. Ein
reales Ladengeschaft dekoriert sein Sortiment und prasentiert es dem um-
herschweifenden Blick des Kunden. Ein Online-Webshop kann dies nicht
annahernd in der Blickweite nachbilden, aber er kann versuchen, gleich
etwas Passendes zu prasentieren.

Mit Datamining-Verfahren kann die Beratungsleistung eines persénlich
vertrauten Kundenbetreuers nachgebildet werden. Aufgrund der Erfahrung
bei vergangenen Besuchen werden individuelle Kaufempfehlungen unter-
breitet, verbunden mit einem breiten Angebot von Zusatzinformation und
verzugsloser, freundlicher Bedienung. Dies erfordert nicht nur eine ge-
schickte Dialoggestaltung, in der die relevanten Daten unaufdringlich er-
hoben werden, sondern auch die Kombination mit evtl. demographischen
Daten (z.B. straBenbezogene Schatzungen von sozio-6konomischen Da-
ten, Kaufkraft und Praferenzen, natirlich unter Wahrung der Datenschutz-
regelungen) und der Einbeziehung von aktuellen Kauftrends, die in der
Gesamtkauferpopulation sichtbar gemacht werden. Auch bei hohem Be-
sucheraufkommen muss die Gesamtarchitektur der Datenverarbeitung ak-
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zeptable Antwortzeiten fur den Benutzer gewéhrleisten.

Sternkartierungsystem SKICAT: Ein gutes Datamining-Beispiel aus
dem Bereich der Astronomie ist das SKICAT-System (Fayyad et al. 1996).
In diesem Projekt handelt es sich um Digitalbilder vom Sternenhimmel der
nérdlichen Hemisphére. Die in sechs Jahren im 2nd Palomar Observatory
Sky Survey (POSS-1l) zusammengefiigten Bilder umfassen 3 Terrabytes
Daten, die eine geschatzte Zahl von 50 Millionen Galaxien, 2 Milliarden
Sternen und 5 Tausend Quasaren abbilden. Diese Detalilfille ist fir den
Menschen kaum mehr erfassbar. Mittels handklassifizierten Bildern wurde
das System so erfolgreich trainiert, dass selbst Objekte noch eingeordnet
werden konnten, die vom Menschen nun mit héher auflésenden Bildern
untersucht werden. Auf diese Weise wurde der bekannte Sternenkata-
log um den Faktor 3 bereichert. Ohne diese automatisierten Datamining-
Verfahren wirde die Auswertung der Bilder nicht nur Jahrzehnte manueller
Arbeit in Anspruch nehmen, sondern auch weniger Resultate liefern.

Dies ist eine zunehmend haufige Situation im wissenschaftlichen Be-
reich: Instrumente kénnen heute problemlos riesige Volumina von Daten
generieren — Produktionsraten in der Héhe von Gigabytes pro Stunde sind
kein Problem. Damit wachst die Licke zwischen den Méglichkeiten, Daten
zu sammeln, und den Moglichkeiten, sie zu analysieren und als Mensch
zu begreifen.

Ziel und Gliederung der Arbeit:

Ziel dieser Arbeit ist, einen Uberblick (iber die wichtigsten Methoden
und Verfahren des Datamining zu geben, ohne allerdings einen Anspruch
auf Vollstédndigkeit zu erheben. Diese wirde angesichts des sehr aktiven
Forschungsfeldes den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Besondere Be-
ricksichtigung finden Aspekte der Integration: auf der Ebene der Daten,
Methoden und Validierung; auf der Ebene der Einbindung des Menschen
in den KDD-Prozess durch effektive Visualisierung und interaktive Naviga-
tion als auch auf der Ebene der Eingliederung eines Datamining-Systems
in einen medizinischen Anwendungsbereich am Fallbeispiel einer herz-
chirurgischen Kilinik.

Welche Grundformen der Reprasentation und Datenskalierung fiir Ob-
jekte man unterscheiden kann, wird in Kapitel 2 beschrieben. Im Hinblick
auf deren Verwendung in spateren Kapiteln wird auf Wege zu Transforma-
tion in Ahnlichkeitsdaten und spezielle Kodierungsarten besonders einge-



gangen.

Im Gegensatz zu anderen Paradigmen, z.B. der kiinstlichen Intelligenz,
spielt der Mensch im KDD-Prozess eine ausdrickliche und wichtige Rol-
le. Seine Fahigkeit, Ergebnisse zu interpretieren, Hintergrundwissen zu
kombinieren, den Analyseprozess zu steuern, ist in komplexen Domanen
bisher unlbertroffen. Entscheidend fir seine Effizienz ist die geeignete
Prasentation der Informationen.

In Kapitel 3 werden verschiedene Methoden der Datenprésentation,
-exploration und Visualisierung vorgestellt, die teilweise in sich bereits ver-
schiedene Techniken integrieren.

Statistische Grundlagen, denen Kapitel 4 gewidmet ist, dienen nicht nur
der Beschreibung von Daten, sondern bilden auch die Basis, um Abwei-
chungen von der Regelhaftigkeit klar determinieren zu kénnen. Sie ermdg-
lichen damit, Hypothesen kompakt zu bewerten und integriert mit Konfi-
denzangaben darstellen zu kdnnen. Die Validierung von Wissen (Merkmal
i in der KDD-Definition) ist insbesondere in medizinischen Anwendungs-
bereichen von groBer Bedeutung.

Die wichtigsten Modellformen, Kernverfahren und Algorithmen des Da-
taminings werden im Kapitel 5 erlautert. Aufgabenstellungen wie Klas-
sifikation, Regression, Clustern sowie die Modellierung von Regeln und
Abhéangigkeiten werden dargestellt. Der Schritt zum Modell ist meist ver-
bunden mit dem Wechsel von einer extensiven Reprasentation zu einer
induktiven, kompakteren Reprasentation.

Kapitel 6 bietet einen Exkurs in einen Raum mit ungewdhnlicher Geo-
metrie: Der hyperbolische Raum bietet u.v.a. effektiv mehr Platz als der
uns taglich begegnende, euklidische Raum. Die hyperbolischen Raume
lassen sich ausgezeichnet zu einer integrierten Visualisierung und kon-
texterhaltenden Navigation im so genannten ,Poincaré-Bild des IH*“ ver-
wenden.

Voraussetzung flr eine praktische Anwendung dieser Darstellungstech-
nik ist das Generieren von geeigneten Layouts im I/2. In Kapitel 7 wird ein
neuartiges Datenprojektionsverfahren, das Hyperbolic Multi-Dimensional
Scaling (HMDS) zusammen mit zwei weiteren Verfahren, der Hyperbolic
Self-Organizing Map (HSOM) und dem Hyperbolic Tree Layout, erlautert.

In Kapitel 8 werden sie anhand von Anwendungsbeispielen zur Naviga-
tion in Dokumentsammlungen vorgestellt. Der Eigenschaftsvergleich mo-
tiviert die Vorstellung einer hybriden Architektur, die das HSOM- und das
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HMDS-Verfahren integriert und die Anwendbarkeit fir das semantische
Browsen und Suchen in groBen Textkorpora fir Texte aus dem Reuters-
Newsticker demonstriert.

Ein medizinisches Datamining Projekt aus dem Bereich der Herzchir-
urgie wird in Kapitel 9 vorgestellt. Im Vordergrund steht hier zunachst die
Schaffung eines integrativen Zugangs zu heterogenen und partiell konsi-
stenten Datenbesténden, die in autonomen Fachabteilungen gefihrt wer-
den. Anhand dieses Fallbeispiels werden typische Fragestellungen und
Lésungsansatze aufgezeigt. Durch den Aufbau eines Data-Mart-Systems
mit einem integrierten Auswertungsportal im Klinik-Intranet werden u.a.
risiko-adjustierte Auswertungen aus Grinden der Qualitatssicherung und
zur medizinischen Forschung ermdglicht.



Kapitel 2

Datentypen und
Datenreprasentationen

Es gibt eine groBe Bandbreite von Mdglichkeiten, wie man abstrakte Din-
ge, Messdaten, Texte, Bilder, oder allgemein Informationen Uber Objekte
digital speichern kann. Mit dem Ziel, sie Datamining-Verfahren zugénglich
zu machen, findet man zwei Grundformen, die es zu unterscheiden gilt:

Fall F1: objektbezogene Merkmalsbeschreibung (feature case) und

Fall F2: Ahnlichkeitsaussagen zwischen Objektpaaren (distance case).

2.1 Merkmalsdaten (Datentyp F1)

Im ersten Fall beschreibt ein Datentupel das Objekt, welches mehrere Ei-
genschaftsbeschreibungen — genannt Merkmale, features, Attribute oder
Komponenten — umfasst. Diese Begriffe werden haufig synonym verwen-
det.

Eine Objekteigenschaft kann durch ein einzelnes Merkmal oder eine
Komponentengruppe dargestellt werden. Will man die Objekteigenschaft
x;,x; zweier Objekte i und j vergleichen, so sind drei Grundfragen inter-
essant:
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e Gleichheit: Sind x; und x; gleich? Dies setzt die Anwendbarkeit einer
booleschen Prifoperation (x; = x;) voraus;

e Ordnungsrelation: Ist x; kleiner als x;? Dies setzt die Anwendbar-
keit einer booleschen Operation (x; < x;) flr die Wertauspragungen
voraus;

e Distanz- oder AhnlichkeitsmaB: Wie groB ist der Abstand von x; und
x;? Dies setzt die Verfligbarkeit einer allgemeinen Abstandsfunktion
d(x;,x;) voraus. Die gebriuchlichste ist hier die euklidische Distanz-
metrik d(x;, x;) = ||x; — x,]||, siehe Abs. 2.2.

Nach den Verflugbarkeiten dieser Funktionen lassen sich verschiedene
Datentypen einordnen. Die Hauptarten werden als nominal, ordinal oder
kontinuierlich skalierte Daten bezeichnet, die in Tabelle 2.1 naher be-
leuchtet werden:

Datentyp # < || Bemerkung Beispiel

nominal +2b - — Bezeichner Ort, Name

kategorial + — — Klassenzugehdrigkeit Hunderasse, PLZ

ordinal + 4+ — Ordnungsrelation besteht T-Shirt S, M, L, XL

kontinuierlich | + + + reelle Zahlenx € X CIR Koordinaten
Intervall + + + Bereichseinschrankung —-1<z<4
Verhaltnis + + + Nichtnegativ0 <z Prozentskala
diskret + + + Einzelwerte,z.B. Z x €{1,2.3,4}
zyklisch + — (+) Randwiederholung Drehwinkel

Tabelle 2.1: Wichtige Datentypen fur die paarweise die Gleichheit (z; = ;)
oder Ungleichheit (x; # x;), die GréBenrelation (z; < z;) und eine Distanz-
funktion (||z;, z;||) definiert sein mussen (+), oder nicht (). Die erweiterte
Unterscheidung von Intervall und Verhaltniswerten findet sich gelegentlich
in der sozialwissenschaftlichen Literatur, ist aber von untergeordneter Be-
deutung.

Nominalwerte sind Bezeichner, z.B. ein Name, der mit einem anderen
nur sinnvoll auf Gleichheit bzw. Ungleichheit getestet werden kann. Sie
sind &hnlich einem kategorial skalierten Wert, kurz Kategorialwert, der
die Gruppenzugehdrigkeit kodiert, z.B. fir einen Hund die Rasse ,Dackel”
oder ,Labrador”. Der Name ,kategorial“ deutet an, dass auch andere Ka-
tegorisierungen hatten gewahlt werden kénnen (z.B. ,Langhaardackel®).
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Er wird oft synonym fur ,nominal“ verwendet. =~ Dichotome- oder Binar-
variablen sind kategoriale Merkmale mit genau zwei Wertauspragungen
(z.B. ,ja“/,nein® bzw. 0/1).

Ordinal skalierte Variablen kennen eine Rangordnung aller méglichen
Wertauspragungen, z.B. ,klein“<,mittel“ < ,groB3“. Eine klare Antwort auf
die Frage nach dem Abstand — wieviel kleiner ist ,klein“ oder ist der Unter-
schied zwischen ,klein“ und ,mittel” kleiner als zwischen ,mittel“ und ,gro3*
— kann nicht erwartet werden.

Kontinuierlich skalierte Variablen: Auf sie kann eine Distanzfunktion
angewendet werden, die Auskunft Uber den Abstand zweier mdglicher
Wertauspragungen gibt. Der Wertebereich kann eingeschrankt sein: Dis-
krete Variablen, z.B. eine Stiickzahl (aus den nicht-negativen Zahlen N{),
werden i.d.R. subsumiert, ohne dass sie eigentlich kontinuierlich sind;
Verhaltniszahlen (ratios), z.B. Hohe/Breite sind dimensionslos und nicht-
negativ, ebenso wie Prozentskalen;

Intervallskalen erlauben Werte aus einem bestimmten Intervall, z.B. [0,1];

zyklische Skalen sind Sonderformen und kodieren z.B. Drehwinkel oder
Wochentage. Sie haben zusatzlich zur Intervallbeschrankung eine zykli-
sche Randfortsetzung, welcher in der Distanzfunktion Rechnung getragen
werden muss. Alternativ kann eine Umkodierung auf eine kontinuierliche
2D-Kreisposition eine LOsung bieten.

Skalare und vektorielle Daten: Eine einzelne, kontinuierliche Variable
wird auch als Skalarwert bezeichnet. Ist eine Gruppe von Beschreibungs-
gréBen auf einem Vektorraum definiert, spricht man von vektoriellen Da-
ten.

2.1.1  Abbildungen auf Standardskalen

Um unterschiedliche Werteverteilungen zu vergleichen, sie z.B. gemein-
sam zu visualisieren oder einer bestimmten Farbskala zuzuordnen, muss
man die Daten komponentengerecht normieren. Am haufigsten ist der
Zielbereich Einheitsintervall [0,1]. Kontinuierliche Attribute werden dazu li-
near abgebildet:

z; — ar;+b mit a = (max(z;) — min(x;))"' und b= —a min(z;) . (2.1)
Y j Y j vV
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Muss die Intervallbestimmung auf einem Teildatensatz erfolgen, kann das
Problem auftreten, dass spater Daten erscheinen, die extremer sind, wo-
durch die Abbildung das Einheitsintervall dann sprengt. Bei Intervallskalen
wird die bekannte Intervallbreite verwendet.

Ordinale Attribute mit n Wertauspragungen werden entsprechend ihres
Ranges bewertet. Sei r(x;) € {1,...,n} der Rang des Wertes z;, dann
kann der Ordinalwert z.B. mit

r(x;) —1

abgebildet werden.

Kategoriale Variablen mit n Wertauspragungen werden durch n Va-
riablen ersetzt. Jede ist einer Kategorie zugeordnet und wird zu O oder
1 gesetzt, je nachdem, ob die Kategorie zutrifft. Mit dieser Technik der
Nominalexpansion wird die konkrete Kategorie durch den entsprechen-
den Einheitsvektor in IR" ersetzt. Sind mehrfache Kategorienennungen
mdglich, werden auch die Ecken des Hyperwirfels {0, 1}" besetzt.

Eine andere Standardskala ist die zentrierte, auf Standardvarianz ska-
lierte Verteilung. Sie wird durch die z-Transformation erzeugt und wird
durch Gl. 4.35 beschrieben (S. 60). Diese Skalierung ist insbesondere da-
fir geeignet, Daten auf ihre Normalverteiltheit hin zu beurteilen. Méchte
man eine (grob) normalverteilte Variable in eine uniforme Verteilung im
Einheitsintervall abbilden, so bietet sich die Fermi-Funktion Gl.5.48 an,
die die z-transformierten Daten nach [0,1] abbildet.

2.1.2 Abbildung von fehlenden Werten (missing values)

Das Auftreten von fehlenden oder unspezifizierten Daten ist ein haufiges
Problem, flr das in der Praxis eine anwendungsbezogene Lésung ent-
wickelt werden muss. Technisch empfiehlt sich eine geeignete Kodierung:

¢ in Fragebdgen und Tabellen durch Spezialcode, z.B. ,99“ (nicht emp-
fehlenswert, s. u.) oder ,NN*;
e in SQL Datenbanktabellen mit Spezialwert ,NULL" bzw. ,\N*;

e im Hauptspeicher durch die Spezialzahl Not-a-Number (NaN), die
durch Standardprozessoren und Rechenwerke nach IEEE-754 eine
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Spezialbehandlung erféhrt. Tauchen NaN-Werte als Operanden bei
arithmetischen Operationen (+, —, ,...) auf, ist das Ergebnis auch
NaN, bei booleschen Vergleichsoperationen (<, <,! = ...) ist das
Ergebnis stets false. Damit ergibt sich eine Testmdglichkeit (z = x)
auf Wertprasenz (denn NaN=NaN ergibt false).

Der Vorteil dieser Kodierung liegt zum einen in der integrierten Re-
prasentation, auBerdem muss kein Extraspeicher die Information Uber
die Wertgultigkeit aufnehmen. Der andere Vorteil ist die Konsistenz
des |IEEE-754-Standards. Werden NaN-Werte, z.B. in einer Mittel-
wertberechnung, nicht spezialbehandelt, sondern aufsummiert, ist
das Ergebnis NaN. Ohne diese Regel ware das Ergebnis falsch, oh-
ne dass es nachher erkennbar ist (s.u.).

e Die Spezialzahl ,0“ (0.4.) ist keine gute Kodierung, denn sie schitzt
unzureichend vor Fehlinterpretationen. Im vorigen Beispiel der Mit-
telwertbildung wirde dies zu schlicht falschen Ergebnissen flhren.

2.2 Distanz- und AhnlichkeitsmaBe (Fall F2)

Ahnlichkeiten (proximities) driicken zunachst einmal eine N&he von Ob-
jekten in irgendeinem Raum aus. Manchmal sind es klare metrische Gré-
Ben, die eindeutig analysierbar sind, manchmal sind Ahnlichkeiten auch
schwierig und nur kontrovers interpretierbar. Die Umkehrung sind Unahn-
lichkeiten oder Abstande §,; zwischen zwei Objekten ¢ und j aus einer
Menge M von N Objekten. Die Paarabstande sind nicht-negativ 6,; >
0 und Selbstabstande sind Null §;; = 0. Neben diesen allgemein gulti-
gen Voraussetzungen gibt es weitere Anforderungen, die gestellt werden
kénnen. Eine Systematik in zwélf Stufen wurde von Hartigan (1967) ent-
wickelt. Sie reicht von einer schlichten Partitionierung von M in Mengen
gleicher Objekte, Gber Rangbildung, und den Symmetrieanspruch §;; = d;;
— zur Metrik bis hin zur euklidischen Distanz. Die letzte und anspruchsvoll-
ste von Hartigans Kategorien wird spater zur Minkowski-Metrik (s. Gl. 2.9,
siehe auch Erweiterung fur nicht-euklidische DistanzmaBe in Kap. 6).

DistanzmaBe {¢;;} genlgen den Anspriichen einer Metrik, wenn sie
folgende Eigenschaften bzgl. des Selbstabstands, der Symmetrie

dij = 0j V1<i,j7<N undzudem (2.4)
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also die Cauchy-Schwarz’sche Dreiecksungleichung, erfillen.

Schreibt man die Uné&hnlichkeiten {§;;} in eine Matrix D, nennt man
D metrisch, wenn die Elemente obige Eigenschaften erfillen. Eine nicht-
metrische Matrix kann metrisch gemacht werden, indem man alle Neben-
diagonalelemente inkrementiert (Cox und Cox 1994):

c > maxy z‘jk:|5ij + O — 5jk:| (27)

2.3 Erzeugung von
Distanz- und UnahnlichkeitsmafBen

Sind Merkmalsdaten (Fall F1) gegeben, kénnen DistanzmaBe direkt er-
zeugt werden. In die umgekehrte Richtung ist dies auch ohne weiteres
moglich (s. Abs.5.10).

2.3.1 Kontinuierliche oder diskrete Daten

FUr kontinuierliche oder diskrete Daten bieten sich eine Auswahl von Un-
ahnlichkeitsmaBen an:

Euklidische Distanz oder L,-Norm:

@fZVEJQﬁ—@k% (2.8)
k

Minkowski-Distanz oder L,-Norm:

/X
5M:{§:WM—xMP} , (2.9)
k

Die Minkowski-Distanz enthalt als Spezialfall die euklidische Norm
(A = 2) und die beiden Folgenden:
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die city-block-, oder Manhattan-Norm: GI.2.9 mit A = 1:
5z‘j = Z |ﬂfzk - SCj,k\ ;
k

und die

Maximal Norm: GI. 2.9 mit A\ — oo:

0ij = MaXvg|Tik — 2k ;

Gewichtete euklidische Norm:
5ij = \/Zwk\xw —SL’j,k‘z (210)
k

Haufig werden Komponentengewichte w;, so gewahlt, dass unter-
schiedliche Skalierungen einzelner Dimensionen systematisch kom-
pensiert werden, entweder durch

e Normierung auf Einheitsvarianz w; = o, ' oder
e Normierung auf Einheitsbreite w, = (maxyy z;; — mina;;)~"°
(aquivalent zu Gl. 2.1).

Andere informationstheoretische und entropiebasierte Uberlegungen
kénnen die w;, bestimmen (Yu et al. 2001).

Mahalanobis-Distanz: §;; = \/(x; — x;)7C~1(x; — x;). Durch Matrixmul-
tiplikation mit der inversen Kovarianzmatrix der Daten C~! werden
alle Achsen varianzgleich skaliert. Zusatzlich zur gewichteten eukli-
dischen Norm werden Rotationen und mogliche Verzerrungen kom-
pensiert. Dies entspricht einer ,Sphéarisierung” (sphereing) der Daten
in Hauptachsenlage und anschlieBender euklidischer Distanzmes-
sung.

Kosinusmetrik: misst die Winkelseparation zwischen zwei Vektoren

%%,

0 =1 —cos Z(x;,%x;)| =1— (2.11)

il {11 °

Korrelation: Basierend auf Pearson’s Korrelationskoeffizient r in Gl. 4.84
werden zwei Vektoren als Stichprobe eines Variablenpaares unter-
sucht 9;; =1 — |r| (s. Abs.4.13.2).
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2.3.2 Binardaten

Besteht der Datensatz aus n bindren Variablen, wird Ublicherweise ein
Ahnlichkeitskoeffizient gebildet und in ein UnahnlichkeitsmaB transformiert.
Zunachst werden zwei Datenobjekte i und j auf die Haufigkeit der vier
moglichen Kombinationen jedes der n Binarvariablenpaare untersucht (s.
Tab. 2.2) und daraus wird ein Ahnlichkeitskoeffizient berechnet. Auch hier
gibt es wieder eine Auswahl von Méglichkeiten (s.a . Cox und Cox 1994):

Objekt j
| 110 |
. ) 1 a b a+b
Objekti < T4 c+d

| a+c | b+d || n=a+b+c+d

Tabelle 2.2: Kontingenztabelle fiir Binardatensatz i und j enthélt die vorgefun-
dene Anzahl von den vier moglichen Kombinationen.

Einfacher Ubereinstimmungskoeffizient: s;; = —4¢_

Jaccard-Koeffizient: s;; = P

Yule-Koeffizient: s;; = 24-b;

" ad+be?
Dice-Koeffizient: s;; = ;-2¢—;
} . _ - R a+d .
Rogers- oder Tanimoto-Koeffizient s;; = = —;

2.3.3 Nominal- und Ordinaldaten

Prinzipiell kann fir jedes mdgliche Wertauspragungspaar ein Ubereinstim-
mungskoeffizient definiert werden. Fir die Nominalvariable ist im Stan-
dardfall s;; = 1 bei Ubereinstimmung und ansonsten 0. Ordinalwerte kon-
nen, je nach Anwendungsfall, evtl. als Enumeration der Rangfolge gewer-
tet werden.
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2.3.4 Mischdaten und fehlende Eintrage

Besteht der Datensatz aus einer Mischung der obigen Datentypen, wird
letztlich eine Kombination die Gesamtdistanz bestimmen. Treten fehlende
Eintrage auf, kdnnen die betroffenen Komponentenpaare nicht verglichen
werden. Gower schlug (1971) einen verallgemeinerten Ahnlichkeitskoeffi-
zient

> vk VijkSijk it _ | 1 wenn s;;; valide
ST TS g Yk =0 sonst
vk Vijk

vor, der das Problem wie eine Extrapolation 16st. s;;;, ist das auf die Kom-
ponente k bezogene AhnlichkeitsmaB und v, 1St eine binare Indikatorva-
riable, die das Vorhandensein der beiden k-ten Komponenteneintrage in
Datensatz i und j und die Durchfihrbarkeit des Vergleiches mit 1 anzeigt.

(2.12)

Bei fehlenden Komponenteneintrdgen werden damit die Llicken des
Vergleichsergebnises effektiv durch den Mittelwert der Ubrigen ersetzt.
Dieses Konzept ist unmittelbar auf UndhnlichkeitsmaBe anwendbar. Méch-
te man eine Gewichtung der Komponenten k einfiigen, sind die Faktoren
jeweils im Zahler und Nenner von Gl. 2.12 einzuflgen.

Transformation von Ahnlichkeits- in Undhnlichkeitsdaten gestalten
sich einfach, je nach Bedarf z.B. zu:

5@']’ = 1- Sij (213)
ij c—s;;  mit Konstante ¢ (2.14)
5@] = (1 — Sij>0.5

>
I

2.4 Spezielle Datenreprasentationen
und DistanzmaBe

Im Folgenden seien einige Beispiele spezieller Datenreprasentationen und
Distanzmale erlautert, die in der Praxis von groBer Bedeutung sind. Zu-
nachst stehen textuelle Informationen auf der Ebene der Zeichenkette, des
Wortes und des Textdokumentes im Vordergrund. Es folgen Verfahrens-
weisen fur Bilddaten und Zeitserien.
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2.4.1 Editdistanzen auf Zeichenketten

Die Editdistanz zweier Symbol- oder Zeichenketten s, s, quantifiziert den
Aufwand, die eine Kette in die andere umzuwandeln. Die beiden Beispiele

,Frau Muster-Schmidt“ « _Fr. Muster Schmitt“
JAACGTCGTAGCTGGTY « ,AACGTCGTTGCTCGT™.

verdeutlichen die Anwendungsgebiete: Ist der erste Namensunterschied
méglicherweise ein Ubertragungsfehler? Durch Erstellen von Listenpaa-
rungen kénnen mittels der Editdistanz systematisch Korrekturvorschlage
erstellt werden. Das zweite Stringpaar kodiert symbolhaft die Abfolge von
Nukleinsduren auf zwei DNA-Abschnitten. Das Human Genom Project ist
ein prominentes Beispiel flr die Bedeutung von enormen Mengen von bio-
informatischen Symbolketten. Wichtig sind hier Verfahren, die gleiche oder
ahnliche Abschnitte effizient finden und ggf. ihre Unterschiedlichkeit be-
werten.

Die Kernidee ist dabei die Kostenbewertung von elementaren Editier-
operationen, ein Kette in die andere umzuwandelin:

e Einflgung eines Zeichens: Kostenfaktor c¢;,,,
e LOschen eines Zeichens: Kostenfaktor ¢4, und

e Austausch eines Zeichens: Kostenfaktor c,,.q

und die Summation Uber alle nétigen Teilschritte.

Die gesuchte Editdistanz beziffert das gunstigste aller méglichen Um-
bauverfahren vom ersten zum zweiten String. Im Standardfall wird eine
2D-Matrix der GrdBe |sq| - |s2| systematisch aufgebaut und bewertet. Da
diese quadratische Skalierung ein Hemmschuh ist, wird der hohe Bedarf
an hochskalierbaren Verfahren in der Bioinformatik deutlich. Als Beispiel
fir die Weiterentwicklungen zu schnellen Spezialverfahren mit und oh-
ne Heuristiken seien die so genannten ,Suffixbdume* genannt (Giegerich,
Kurtz und Stoye 1999).
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2.4.2 Textdokumente und das Bag-of-Words-
oder Vektorraummodell

Die nachste Ebene vom Zeichen zum Text ist die Reprasentation der Wér-
ter. Hier hat sich das Standardmodell des ,Wortsackes®, des bag-of-words-
Modells etabliert. Der Name deutet schon auf die Kernidee: Man ver-
wirft sdmtliche semantische Bedeutungen, die in der Sequenz der Wérter
stecken, und beschrankt sich allein auf das Erscheinen von Wértern. Dies
ist eine massive Informationsreduktion, doch der Erfolg dieses Verfahrens
adelt das Konzept (Salton und Buckley 1988).

Der Zweitname ,Vektorraummodell“ deutet auf die Beschreibungsform
eines Textes als hochdimensionaler Vektor hin. Jede Komponente zahlt
das Auftauchen eines bestimmten Wortes. Zun&chst wird der Vektorraum
konstruiert, indem festgelegt wird, welche Wérter verwendet werden sol-
len. Hierzu bildet man die duplikatfreie Vereinigungsmenge aller Terme
aus allen N Dokumenten des Textkorpus und entwickelt daraus das Wér-
terbuch (dictionary).

Erstellung des Wérterbuchs: Um der Vielzahl potentieller Deklinatio-
nen und Konjugationen von Wértern Rechnung zu tragen, wird eine Wort-
stammreduktion durchgefthrt z.B. {,country”, ,countries“} — ,countri® und
anschlieBend werden die Erscheinenshaufigkeiten bestimmt. Als nach-
stes werden bedeutungsfreie Terme anhand einer Stoppwortliste eliminiert
(z.B. ,e.g.% ,ie.” ,and”). Wesentlich dabei ist, dass das Erscheinen von
sehr haufigen ,Allerweltsworten“ nicht sehr aussagekraftig flr einen Text
ist (z.B. ,said”, ,kann“, ,Jahr”). Umgekehrt sind sehr seltene Spezialworte,
wie z.B. ,Steuervergiinstigungsabbaugesetz®, zwar mdéglicherweise sehr
bedeutungsvoll, aber diese Bedeutung tritt nur selten zum Vorschein. Im
anwendungspraktischen Kompromiss trimmt man das Worterbuch, indem
man die haufigsten und die seltensten Terme exkludiert (s.u.). Das resul-
tierende Worterbuch mit £ Wortern legt die Bedeutung der £ Dimensionen
des Vektorraumes IR fest.

“Term frequency x invers document frequency” Schema: Schon

1932 hat sich der Linguistikprofessor George Zipf an der Harvard-Universitat

mit Studien zur Wortfrequenz befasst und ist dabei auf allgemeine Ska-
lierungsphdnomene gestoBen. Sortiert man Wérter nach ihren Haufigkei-
ten, so gibt es einen ndherungsweise proportionalen Zusammenhang zwi-
schen dem Rang (der Worthaufigkeit) und dem Logarithmus der Haufig-
keit (Zipf 1945, siehe auch Mandelbrot 1983 fir eine Diskussion und Er-
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weiterungen). Bi et al. (2001) fand eine Verallgemeinerung mit diskreten
GauBverteilungen (DGX), die im Bereich hochfrequenter Worte besser
passen und deren Parametrisierung auch als Dokumentindikatoren ver-
wendet werden kénnen.

Aus dem Zipf’schen Gesetz kann man einen groben funktionalen Zu-
sammenhang zwischen Wortwichtigkeit und Haufigkeit ableiten. Tritt ein
Wort per se haufig auf, ist die Anwesenheit im konkreten Fall weniger
hoch einzuordnen, als wenn ein relativ seltenes Wort auftaucht. Die Quint-
essenz ist das term frequency x invers document frequency (TFIDF)-
Schema zur Reprasentation jedes Textdokumentes als Vektor f; € RF
mit der i-ten Komponente

ft; = TF(t, w;) log (%) . (2.15)

TF(t,w;) ist die Termfrequenz (term frequency) und z&hlt die Anzahl der
Vorkommen von Term w; € {1,...,k} im Dokument t. DF(w;) benennt
die Dokumentfrequenz (document frequency) und zahlt die Dokumente,
in denen der Term w; auftritt.

Die Dokumentdistanz und damit die Undhnlichkeit zweier Dokumente
wird mit der Kosinusmetrik Gl. 2.11

5ij:1—cos(ﬁi,ﬁj):1—ﬁﬂj (2.16)

bestimmt, die am effektivsten implementiert wird, indem man die normali-
sierten Merkmalsvektoren .
f= ﬁ (2.17)

speichert.

2.4.3 Bildreprasentation

Die Basisdarstellung von Bildern ist die 2D-Pixelmatrix mit Grau- oder
Farbwerteintragen. Wegen der groBen Datenflille erfolgt die persistente
Speicherung haufig in komprimierter Form: Je nach Bedarf werden zum
Teil Informationsverluste in Kauf genommen. Die Speichertiefe wird in bit
gemessen und beschreibt die Wertdiskretisierung pro Farbebene (meist
8 bit, seltener 1,2, 12 oder 16 bit).
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Der Bereich Computersehen (computer vision) ist ein zunehmend wich-
tiger Bereich von anwendungsnaher Informationsverarbeitung. Er umfasst
ein sehr breites Anwendungs- und Methodenspektrum, darunter:

e Extraktion von Bildmerkmalen, z.B. von Ecken, Kanten, Konturen,
Linien bestimmter Elementarformen;

e Segmentierung in zusammengehdorigen Bildbereichen, z.B. nach Far-
be, Form und Textur und z.T. unter Berticksichtigung von Gestaltge-
setzen; Trennung von Figur und Hintergrund;

¢ Klassifikation von Bildbereichen, u.a. Objektidentifikation, z.B. au-
tomatische Bestimmung der Bebauungsart in Satellitenbildern oder
Gewebebeurteilung in Réntgen- und NRM-Bildern bzw. -Bildfolgen;

e 2D- und 3D-Objekterkennung in Bildern oder Bildfolgen;

e Extraktion von Objektpositions- und -orientierungsinformation, z.B.
zur industriellen Qualitatskontrolle oder zur Robotersteuerung (Wal-
ter und Arnrich 2000);

e Erkennen von Personen zur Aufmerksamkeitssteuerung oder Zugangs-
kontrolle;

e Erkennung von Gestik als weitere Computereingabemodalitat, z.B.
Hand- und Fingerzeigegestik zur Kommandierung von Roboter-Greif-
systemen (Littmann, Meyering, Walter, Wengerek und Ritter 1992;
Walter, Nélker und Ritter 2000);

e Ahnlichkeitssuche in Bildarchiven (image/video retrival). Welche Bil-
der sind ahnlich zu einer Bildvorlage oder -beschreibung? Der Be-
griff Ahnlichkeit ist hier in besonderer Weise situationsabhéngig, z.B.
kénnen Farbe, Textur oder Motivarten eine Rolle spielen.

Ist die relative Kamera-Objekt-Lage nicht fest definiert, treten Verschie-
bungen, Rotationen und perspektivische Verzerrungen auf, die sich auf
Pixelmatrixebene nichttrivial auswirken (hierzu mehr in der Standardlite-
ratur, z.B. Marr 1982; Fischler und Frischein 1987; Sonka et al. 1998;
Handels 2000; Jahne 2001). Eine Grundoperation ist die lokale Korrela-
tionsanalyse. Hier bildet man das Faltungsprodukt des Bildes mit einem
systematisch verschobenen Vergleichsbild und wertet das Ergebnis tber
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Abbildung 2.1: Gaborfilter in der Biologie: Links: experimentell bestimmtes Ant-
wortverhalten von ,simple cells im Primé&ren Visuellen Kortex einer Katze. Mitte:
adaptierter Gaborfilter.  Rechts: Differenz der adaptierten Filterwerte von den
experimentellen Daten.

die Verschiebung aus. Die Vergleichsbilder sind meist anwendungsspezi-
fische Objektteilbilder oder auch Standardmatrizen zur Textur- oder Kan-
tenfindung (auch Faltungskern oder -matrix genannt).

Gaborrepréasentation und -wavelets: Eine wichtige Reprasentations-
art ist die Transformation in den Ortsfrequenzraum durch eine 2D-Fourier-
transformation. Lokalisierte Variationen sind die so genannten Wavelet-
und Gabortransformationen. Diese gehen auf Denis Gabor (1946) zurlick
und finden sich interessanterweise auch in biologischen Sehsystemen,
wie in Abb. 2.1 illustriert." Die Gabor-Faltungskerne werden durch eine
ebene Welle beschrieben, die von einer elliptischen GauBglocke modu-
liert wird.

22 1 a2 . o2
Uioa(Z,y) = exp (_TQZ/) {exp (—QmX) — exp (—%)] (2.18)

Die Welle hat in z-Richtung die Wellenlédnge \; die GauBfunktion langs die
Breite o und quer o/«, wobei « die Streckung angibt. Der letzte konstante
Term macht den Filter invariant gegenilber einer Verschiebung der Grau-
wertintensitat des Bildes (DC free).

Gleichung 2.18 kann als mother wavelet bezeichnet werden, und durch

die folgende Konstruktionsvorschrift wird eine vollstdndige Familie von selbst-

'Aus Jones und Palmer 1987, siehe auch Daugman und Downing 1995.



2.4 Spezielle Datenreprasentationen und DistanzmaBe

23

ahnlichen daughter wavelets (manchmal auch jet genannt) erzeugt:

\I]mptﬁ (.T, y) = 2—2m\1,(x/’ y,)
"= 27™[+xcosf + ysinf] —p (2.19)
y = 27™[—xsinf + ycosb] —q.

Der ganzzahlige Parameter m bestimmt die Ausdehnung und Frequenz
der Welle, p und ¢ die Translation und # den Rotationswinkel. Jede Zelle
kann jetzt durch eine Gaborfunktion mit dem Zentrum (p, q), der Wellenlan-
ge \/2™, der Richtung 6 und einer einhillenden GauBglocke mit Breite o
und o/a modelliert werden. Um die Faltung fur alle Pixelorte (p, ¢) durch-
zuftihren, kann sie als Multiplikation im Fourierraum durchgefihrt werden.

Eine starke Dimensionsreduzierung des Bildes ist durch Selektion des
jets und die Auswertung dieses Satzes von Gaborfiltern an sparlich plat-
zierten Orten mdglich. Diese Information kann z.B. unmittelbar in einem
neuronalen Netz zur Lagebestimmung von Objekten verwandt werden (Wal-
ter et al. 2000).

Gaborfilter eignen sich auch sehr gut zur Texturbeschreibung in ihrer lo-
kalen Frequenz- und Richtungszusammensetzung (Fogel und Sagi 1989;
Ontrup und Ritter 1998) und bilden damit die Basis fur Texturunahnlich-
keitsmaBe. Texturdistanzen werden als gewichtete euklidische Norm Uber
eine zu bestimmende Menge von Filterantworten definiert (Gl. 2.10).

Farbrdume und Farbunéhnlichkeiten: Spekirale Korpereigenschaften
von Selbstleuchtern oder streuenden Oberflachen kénnen viel Uber den
Korper aussagen. Dies macht sich die Natur zunutze und stattete uns mit
einem trichromatischen Sehsystem aus. Mit drei Grundtypen von Sehzap-
fen sind wir in drei Spektralbanden farbempfindlich und sehen ,Farben”.
Farbreproduktion wird dadurch stark vereinfacht, denn drei Grundfarben
genidgen, um einen Bereich (den ,Gamut®) der méglichen Farben zu er-
zeugen. Bei additiver Farbmischung, z.B. bei Bildschirmen, reichen Rot,
Grun und Blau, bei subtraktiver Farbmischung im Printbereich genligen
Gelb (Yellow), Cyan, Magenta und Schwarz (Black; zur Kontrastbesserung
und aus Kostengriinden). Dies begriindet die Verbreitung der geratespezi-
fischen Farbraume RGB und YCMB. Sie bedurfen einer Kalibrierung, um
in einem absoluten, z.B. in dem (CIE 1931) XYZ-Farbraum affin abgebildet
zu werden (siehe Abb. 5.24b). Verfahrenstechnisch einfach ist die Trans-
formation in den HSI/HSV-Raum, der den Farbton (hue), die Sattigung und
die Helligkeit (intensity, value) der Farbe sehr schnell zu RGB umrechnet.
Allerdings ist die resultierende Farbmetrik willkirlich und entspricht nicht
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der Farbsensibilitdt des Menschen. MacAdam untersuchte (1942) die Min-
destanderung an Farbvalenzen, die einen wahrnehmbaren Unterschied in
Farbton oder Sattigung erkennen lassen, und fand groBe Inhomogenitat.
Dies gab Anlass zur Festlegung von perzeptuell adaquaten Farbraumen,
die Farbabstande homogen bewerten. Verbreitung fanden die Farbraume
der L*u*v (CIE-1976) und insbesondere der L*a*b (CIE-1978), die bei-
de aus nicht-linearen Transformationen resultieren und die geforderte Ab-
standstreue in euklidischer Norm gut umsetzen. Sie finden Anwendung bei
der Messung objektiver Farbunterschiede (bedeutungsvoll in der Druckin-
dustrie), bei der gezielten Farbmanipulation in Bildern (Druckvorstufe) und
bei der Konstruktion von Farbpaletten, die perzeptuell adaquat sind, z.B.
Wyszecki und Styles (1982) und Hunt (1995).

EMD-Metrik: Yassi Rubner et al. (1998) (2000) entwickelten perzeptuel-
le Metriken fir Bilder in Datenbanken. Ausgehend von sehr stark vergré-
berten Bildern und Pixelhistogrammen im CIE-L*a*b-Farbraum wird eine
so genannte ,Signatur” flr jedes Bild gebildet. Urspriinglich besteht diese
aus wenigen (7-12) Clusterzentren im Farbraum und deren Gewichtung.

Mit der Earth-Mover-Distance (EMD) wird nun die Distanz zweier Ver-
teilungen anhand solcher kompakten Signaturen berechnet. Sie ist de-
finiert als die minimale ,Arbeit‘, um eine Signatur in die andere umzu-
formen — in Analogie zum Erdarbeiter, der ,sparsam“ umschaufelt. Vor-
teilhafterweise kdnnen die beiden Signaturen unterschiedliche Lange und
unterschiedliches Gesamtgewicht besitzen. Jan Puzicha et al. (1999) un-
tersuchten die EMD und weitere BilddistanzmaBe in umfangreichen Simu-
lationen. In Abb. 8.8 dient die EMD-Metrik zur Anordnung von Bildern in
der hyperbolischen Ebene (s.S.215)

2.4.4 Reprasentationen von Zeitserien

Fir zeitliche Beschreibungen eines Systems oder eines Signals gibt es
zwei Hauptrichtungen der Datenreprasentation: Zustandsraumeinbettung
und Spektraldarstellung.

Zunéachst wird eine (oder mehrere) Observable des Systems xz(t) ge-
wahlt (z.B. Ort, Signalpegel) und ,stroboskopisch” mit (vorteilhafterweise)
konstanter Frequenz 1/At aufgezeichnet. Aus dieser Zeitsequenz {x(¢;)}
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mit ¢; = 1At (i € IN) wird nun ein Zeitabschnitt der Breite m betrachtet

(1)
x(t — At)

Xatate(t) = x(t — 2At) € X CR™ (2.20)

xu—@{—nAw

und in den Zustandsraum X, .eingebettet‘. Dieser Ansatz spielt ei-
ne wichtige Rolle, wenn man den vollstandigen Zustand einer System-
dynamik beschreiben méchte. Hiermit lassen sich zum Beispiel determi-
nierte chaotische Systeme modellieren und Aussagen Uber die nachste
Zukunft treffen. Ist die Dimensionalitat d der so genannten ,Attraktordy-
namik® bekannt, so gentgt nach Takens (1981) die Einbettungsdimen-
sion m > 2d + 1. In der Praxis werden At und m oft durch Ausprobie-
ren bestimmt, indem man mit einem kleinen, dann steigenden m anféngt,
bis gute Ergebnisse gefunden werden. Systematischere Prozeduren fin-
den sich aufgrund der Messung der fraktalen Dimension r des Attraktors
(Grassberger und Procaccia 1983) und informationstheoretischer Uberle-
gungen, siehe auch z. B. Fraser und Swinney 1986; Broomhead und King
1986; Walter 1991, sowie Weigend und Gershenfeld 1994.

Die zweite wichtige Darstellung ist die Short-Time-Fourier-Transfor-
mation (STFT), eine spektrale Analyse in Zeitabschnitten. Das Konzept ist
vollig analog zur Gaborfilterung (Gl. 2.18), hier auf der Zeitachse. Aus Per-
formanzgrinden wird oft eine einfache Hullkurve verwendet: eine Recht-
eckfunktion der Breite m = 2¢ oder eine trapezférmige Modulation. Dank
der Erfindung der Fast-Fourier-Transformation (FFT) lassen sich sehr ef-
fektiv Frequenz-Zeit-Reprasentationen des Signals finden (Press et al.
1988). Deren graphische Darstellungen als Intensitatsbild werden auch
~Spektrogramme*“ genannt. Fasst man hérphysiologisch orientierte Fre-
quenzbander zusammen, kommt man zur perzeptuell adaquaten ,Bark®-
Skala und durch nicht-lineare Transformationen zu den Cepstral-Koeffiz-
ienten, die im Bereich der maschinellen Verarbeitung gesprochener Spra-
che vorteilhaft sind.
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Kapitel 3

Datenprasentation
und -exploration

»In der Tat ist der Mensch ein Augentier.”

(Herbert W. Franke)

~Imagination oder Visualisierung und besonders
die Benutzung von Diagrammen haben einen
entscheidenden Anteil an der wissenschaftlichen
Forschung.”

(René Descartes, 1637)

Wenn wir Daten explorieren, wollen wir uns ein mentales Bild schaffen,
um Eigenschaften Uber den Weltausschnitt zu erfahren, der von den Daten
mutmasBlich beschrieben ist. Dies I&sst sich auch direkt als ,visualisieren®
umschreiben. Der Begriff ,Visualisieren® umfasst neben diesem Aspekt (i)
des mentalen Prozesses, sich etwas vorzustellen, noch zwei weitere: (ii)
Dinge sichtbar zu machen, die wir mit dem Auge nicht unmittelbar sehen
kénnen, z.B. mittels einer Warmebildkamera (Licht in anderem Spektralbe-
reich zu sehen), eines Mikroskops (zur raumlichen Blndelung von Licht)
oder eines Tunnelelektronenmikroskops (Abtastung von Oberflachen auf
atomarer Ebene). Im Folgenden steht der dritte Aspekt im Vordergrund:
(iii) das Sichtbarmachen von abstrakten Dingen, die i.d.R. keine natrli-
che, raumliche Entsprechung besitzen.
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[TEMPERATURE GRAPH

Abbildung 3.1: Der franzdsische Ingenieur Charles Joseph Minard (1781-1870)
illustrierte Napoleon’s verlustreichen Russlandfeldzug von 1812: Die Breite des
Bandes symbolisiert die Mannstarke auf dem (braun) Hin- und (schwarz) Rick-
weg. Die Liniengraphik unten zeigt Temperaturenverldufe und Zeitmarken auf
dem Rlckzug im Winter 1812.

Ziele:
Die Datenprasentation kann mehreren Zwecken dienen (Keim 2001):

Explorative Analyse: Ausgangspunkt sind die vorliegenden Daten, oh-
ne dass bereits eine konkrete Hypothese vorliegt. Der Prozess sucht
typischerweise interaktiv nach Strukturen und Trends etc. Das Re-
sultat sind Visualisierungen, die Hypothesen Uber die Daten liefern.
Im darauf folgenden Schritt gilt es dann, diese auf ihre Gultigkeit zu
prufen und z.B. statistisch zu validieren (s. Kap. 4);

Konfirmatorische Analyse: Neben den Daten besitzt man bereits Hy-
pothesen, die man dazu nutzt, die Untersuchung der Daten zielge-
richtet zu lenken. Das Resultat sind Visualisierungen, die die Hypo-
thesen moglichst eindeutig bestatigen oder widerlegen;

Ergebnisprasentation: Ausgangspunkt sind Daten und Fakten, flr die
es gilt, die besten Darstellungen auszuwahlen. Das Ergebnis sind
hochwertige und pragnante Prasentationsdarstellungen, die die Fak-
tenlage auf der gegebenen Datenbasis illustrieren.

Als Beispiel bildet Abb. 3.1 eine Darstellung von Charles Minard nach,
die als Meilenstein der statistischen Datenprasentation und beste hi-
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storische Graphik gilt (Tufte 1983). Sie integriert die Darstellung von
Zeit, Ort, Temperatur und Truppenstarke von Napoleon’s Russland-
feldzug im Jahre 1812" (Tufte 1983).

Wahrnehmungsmodalitaten: Neben dem visuellen Sinn stehen uns die
Geschmacks-, Tast- und Hérwahrnehmung als Perzeptionsmodalitaten zur
Verfligung, um relevante Signale unserer Umwelt zu analysieren und zu in-
terpretieren. Die menschliche Evolution hat hervorragende Strukturen zur
Signalverarbeitung, Mustererkennung und Interpretation herausgebildet.
Bei der Prasentation von Daten geht es darum, Darstellung- und Interak-
tionsformen zu finden, die an bestehende Signalverarbeitungskapazitaten
ankoppeln.

Die Ankopplung an den Geschmacks- und Tastsinn erscheint (heute
noch) ganzlich unpraktikabel. Der auditive Kanal ist dagegen interessant,
da Displays leicht verfigbar sind. Unser Horvermdgen ist darauf spezia-
lisiert, zeitliche Signalmodulationen in physiologisch bedingten Bereichen
sehr fein zu differenzieren. Die Vielfalt der Méglichkeiten, kinstliche Daten
durch Sonifikation geeignet erfahrbar zu machen, wurden z.B. von Her-
mann (2002) untersucht.

Statische und dynamische Prédsentationen: Eine statische Prasenta-
tion ist im Vergleich zu einer dynamischen i.d.R. meist einfacher und we-
niger unterhaltsam — hat aber durchaus auch ihre Vorzlge. Insbesondere
wenn mehrere Personen der Darstellung folgen, behalt jeder fir sich die
Autonomie Uber den Darstellungsraum. Durch schnelle visuelle Sakkaden
(Blickbewegungen) kann jeder die seine eigene Aufmerksamkeit bewusst
und unbewusst lenken.

Bei einer animierten Darstellung, etwa einer Animation, einem Film
oder einer Sonifikation, ist dies zunachst nicht méglich: Man hat keine Au-
tonomie Uber die Zeit — sie |auft. Erst durch zusatzliche Interaktionsformen
wird eine Steuerung wieder mdglich und Kontrolle Gber den Darstellungs-
raum zurlckerlangt. Interessanterweise wird zur Steuerung der Zeitach-
se neben inkrementellen Weiterblatter- und Weiterspul-Aktionsmetaphern
gern auf eine raumliche Metaphore (z.B. Schieberegler oder Indexwahl)
zurlckgegriffen, die wieder eine sakkadenartige Sprungfunktion anbietet.

Interaktionstechniken: Zur effektiven Exploration von Daten ist die In-
tegration von Visualisierung und Benutzersteuerung zu einer interaktiven

'http://www.napoleonic-literature.com/
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Darstellung unerlasslich. Neben der Auswahl, was dargestellt wird (ggf.
Teilmengen, Filter), sollte das wie, also die Art der Abbildung (Ort, Attribu-
te, Projektionen), steuerbar sein. Erweiterte Interaktionstechniken beinhal-
ten darstellungsinterne oder -externe Navigationsmdglichkeiten, z.B.: pan-
ning und zooming zur Steuerung des Ausschnitts und der Auflésung; /in-
king zu Hypertext-artigen Verkntupfungen mit weiterflhrenden Dokumen-
ten oder Darstellungen etc.; brushing erlaubt die Markierung von Daten-
teilmengen, die sich simultan auf andere Darstellungen auswirkt.

2D-, 2:D- und 3D-Darstellung: Auch wenn wir davon ausgehen, den
drei-dimensionalen (3D-) Raum sehen zu kénnen, beruht unser Sehein-
druck auf der Fusion zweier 2D-Bilder von der Netzhaut unserer Augen.
D.h. unsere Tiefenwahrnehmung beschréankt sich auf die Entfernungsein-
schatzung zum nachstentfernten blickdichten Objekt. Das prinzipielle Un-
vermdgen verdeckte Dinge (dahinter) zu erfassen, wird gelegentlich mit
dem Dimensionsausdruck ,21D* reflektiert.

So genannte 3D-Darstellung bezeichnet tatsachlich stereoskopische
Anzeigegerate, die zwei Bilder generieren und fir ihre augengerechte Sicht-
barkeit sorgen. Verschiedene Verfahren sind heute technisch ausgereift
und verfligbar, aber wegen des Aufwandes und der damit einhergehen-
den Einschrankungen (z.B. meist Brillenzwang) nur bedingt verbreitet.

2D-Darstellungen mit perspektivischen 3D-Effekten, photorealistischen
Beleuchtungseffekten und Schattenwiirfen sind, dank gtinstiger und leis-
tungsfahiger Graphikprozessoren, leicht erzeugbar und daher auch stark
verbreitet. Die Tiefenwahrnehmung sollte aber nicht Uberschatzt werden:
Sie ist auf Objekte beschrankt, die dem Betrachter vertraut sind. Ferner
ist sie nicht sehr prazise und leicht verwirrbar — wie man an berihmten
optischen Trugbildern, z.B. dem Neckar-Wirfel, sehen kann.

Visuelle Attribute: Fir statische 2D-Darstellungen gibt es nach Jacques

Bertin (1982) prinzipiell verschiedene visuelle Variablen, die konstruktiv
zur Generierung graphischer Darstellungen eingesetzt werden kénnen:

e die Position auf der Ebene,
e die Ausdehnung (Lange, Flache, Volumen),
e den Helligkeitswert,

e die Farbe,
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e die Musterung oder Textur,
e die Richtung oder Orientierung sowie

e die Form des Elementes.

Sie alle sind geeignet, Raumregionen zu markieren und zu differenzieren.

Kartographische Metaphore: Durch kulturelle Pragung sind wir mit der
systematischen raumlichen Anordnung von abstrakten Dingen eng ver-
traut: Ahnliche Dinge werden wie benachbarte Dinge verstanden und be-
handelt. Dies erzeugt Ordnung und hilft beim Suchen und Navigieren. Zum
Beispiel kann es den gemeinsamen Einkauf von Apfeln und Birnen, b.z.w.
Schrauben und N&geln ganz praktisch beschleunigen, da Ahnliches be-
nachbart zu erwarten ist.

Auch der Umgang mit geographischen Karten ist uns durch Landkar-
ten und Stadtplane sehr vertraut. Diesen Umstand machen sich zahlreiche
Visualisierungsverfahren systematisch zunutze. Sehr erfolgreich ist hier
die 2D selbstorganisierende Merkmalskarte (SOM), die in Abschnitt5.9
erlautert wird. Beispiele sind das WEBSOM-Projekt, das eine komprimier-
te Karte von Artikeln aus Newsgruppen erstellt (Kohonen et al. 2000) und
das System von Skupin (2002) zur Verortung von Konferenzpapieren. In
Kap. 7 und 8 werden Entwicklungen dargelegt, die dieses Konzept in einen
besonderen Raum, den hyperbolischen Raum, integrieren.

3.1 Einige multivariate Visualisierungstechni-
ken

Im Folgenden wird eine Reihe von bekannten und weniger bekannten
Darstellungformen von n-dimensionalen Datenséatzen vorgestellt. FUr ei-
ne weiterflhrende Darstellung sei z.B. auf das Tutorial von Keim (2001)
oder die Textesammlung in Card et al. (1999) und Fayyad et al. (2002)
verwiesen.

Die Beispielvisualisierungen beziehen sich, wenn nicht anders ange-
geben, auf den in Tab. 3.1 beschriebenen Automodelldatensatz (Hender-
son und Velleman 1981). Er umfasst verschiedene Datentypen: Neben
dem Nominalwert Modellname und dem kategorial skalierten Hersteller-
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Origine- Model Name Milage Weight Gear- Power Disp. Cyl.
land ‘ [mi/gal] [Ib] ratio ‘ [hp] [inch®] ‘ # ‘
USA AMC Concord D/L 18.1 1.705 2.73 120 258 6
USA AMC Spirit 27.4 1.335 3.08 80 121 4

Germany Audi 5000 20.3 1.415 3.9 103 131 5

Germany BMW 320i 215 1.3 3.64 110 121 4
USA Buick Century Special 20.6 1.69 273 105 231 6
USA Buick Estate Wagon 16.9 2.18 2.73 155 350 8
USA Buick Skylark 28.4 1.335 2.53 90 151 4
USA Chevette 30 1.0775 3.7 68 98 4
USA Chevy Caprice Classic 17 1.92 2.41 130 305 8
USA Chevy Citation 28.8 1.2975 2.69 115 173 6
USA Chevy Malibu Wagon 19.2 1.8025 2.56 125 267 8
USA Chrysler LeBaron Wagon 18.5 1.97 2.45 150 360 8

Japan Datsun 210 31.8 1.01 3.7 65 85 4
Japan Datsun 510 27.2 1.15 3.54 97 119 4
Japan Datsun 810 22 1.4075 3.7 97 146 6
USA Dodge Aspen 18.6 1.81 271 110 225 6
Japan Dodge Colt 35.1 0.9575 2.97 80 98 4
USA Dodge Omni 30.9 1.115 3.37 75 105 4
USA Dodge St Regis 18.2 1.915 2.45 135 318 8
Italy Fiat Strada 37.3 1.065 3.1 69 91 4
USA Ford Country Squire Wagon 15.5 2.027 2.26 142 351 8
USA Ford LTD 17.6 1.8625 2.26 129 302 8
USA Ford Mustang 4 26.5 1.2925 3.08 88 140 4
USA Ford Mustang Ghia 21.9 1.455 3.08 109 171 6
Japan Honda Accord LX 29.5 1.0675 3.05 68 98 4
Japan Mazda GLC 34.1 0.9875 3.73 65 86 4
USA Mercury Grand Marquis 16.5 1.9775 2.26 138 351 8
USA Mercury Zephyr 20.8 1.535 3.08 85 200 6
USA Olds Omega 26.8 1.35 2.84 115 173 6

France Peugeot 694 SL 16.2 1.705 3.58 133 163 6
USA Plymouth Horizon 34.2 1.1 3.37 70 105 4
USA Pontiac Phoenix 33.5 1.278 2.69 90 151 4

Sweden Saab 99 GLE 21.6 1.3975 3.77 115 121 4

Japan Toyota Corona 27.5 1.28 3.05 95 134 4

Sweden Volvo 240 GL 17 1.57 35 125 163 6

Germany VW Dasher 30.5 1.095 3.7 78 97 4

Germany VW Rabbit 31.9 0.9625 3.78 71 89 4

Germany VW Scirocco 31.5 0.995 3.78 71 89 4

Tabelle 3.1: Multivariater Automarkendatensatz nach Henderson (1981). Er um-
fasst das primare Herkunftsland, den Markennamen, die Kraftstoffeffizenz (mila-
ge) in miles/gallon, das Gewicht in 1000 Ibs, das Getriebeverhaltnis im héchsten
Gang, die Motorleistung in PS, den Hubraum (displacement) in Kubikinch und die
Zylinderzahl von 38 Automodellen.

land gibt es sechs kontinuierlich skalierte Variablen, siehe Tabellenlegen-
de 3.1.

Standardgraphiken zur Visualisierung von insbesondere uni- und bi-
variaten Datenséatzen gibt es in vielen verfigbaren Variationen, z.B. in vie-
len Statistikpaketen und Tabellenkalkulationsprogrammen. Zu ihnen zah-
len

¢ 1D-Linien- und Balkengraphiken mit Varianten: horizontal oder verti-
kal; Balkenlange proportional zum y-Wert oder zum relativen Grup-
penanteil; mehrere yy,y»,...-Werte durch parallele Balkengruppen
(s. Abb. 3.2a) oder gestapelte Balken; zur Erzeugung von raumlichen
Effekten werden Balken auch in 3D-Projektionen gezeigt (insbeson-
dere zu Prasentationszwecken); Balken in Matrixanordnung, aufge-
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Abbildung 3.2: (a, links:) Ein Balkendiagramm der Modellzahl nach Zylinderan-
zahl und Herkunftsland. (b, rechts:) Das Tortendiagramm nach Herkunfts-
land gibt einen schnellen Anteilstiberblick.

reiht entlang zweier kategorialer Attribute;

Tortengraphiken zur Visualisierung von Anteilen durch Kreissegmen-
te; Variationen: Explosionszeichnungen fir exponierte Darstellungen;
Nutzung der Tortensstlickhéhe als weiteren Parameter; Reduktion
auf Kreisringflache und Darstellung mehrerer y1, y», . . .-Anteile in kon-
zentrischen Kreisringen;

2D-xy-Streudiagramme oder scatter plots; Varianten sind Uberla-
gerte Darstellungen (Mehrfachplots mit (z1, 1), (2, y2) . . .);

xy-Liniengraphiken sind durch Linien verbundene Streudiagramme;
Varianten: Darstellung mehrerer Kurven; Flache unter der Linie ist
koloriert; mehrere Werte Gbereinander oder auch (als Flachen) ge-
stapelt;

,3D“-Plots: Parametrisierte zyz-Oberflachenplots fur Daten mit 2D-
Gitterstruktur; benachbarte Punkte werden durch Linien und/oder
Flachen verbunden; z.T. komplexe 3D-Renderingmodelle; s. Abb. 5.20,
S.139).
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Standardsoftwarepakete bieten hierzu vielfaltige Optionen zur Attribuie-
rung, Beschriftung, Kolorierung und zu Textureffekten.

40,00 40,00

35,00 = 35,00 =

30,00 = 30,00 =

mpg +-1s.d.
T
mpg

25,00 = —_— 25,00 =

20,00 5 n=5 20,00 = .
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France Germany ltaly Japan  Sweden  USA France  Germany ltaly Japan  Sweden  USA

country country

Abbildung 3.3: (a, links:) Die Milagedurchschnittswerte als Fehlerbalkenplot
versus dem Herkunftsland. Da verschiedene Konventionen fur Fehlerbreiten Gb-
lich sind, ist die spezifische Angabe des Typs wichtig, hier +1s.d. (nicht s.e.,
95%-Cl, etc., s.Abs.4.2.2,4.4). (b, rechts:) Der Boxplot zeigt eine andere
Sicht auf dieselben Daten wie (a). Die Endstriche notieren hier die Extremwerte.
Die Box umschlieBt 50 % aller Félle zwischen der QQ959- und der Q,54-Quantile
(s.Abs.4.2.3, S.57) mit der Innenmarke des Medianwertes Q 5y

3.1.1 Zusatzinformationen: Fehler- und Boxplots

FiUr die Darstellung von statistischer Zusatzinformation haben sich Kon-
ventionen eingebdlrgert. Abb. 3.3a zeigt einen Fehlerplot, bei dem der Mit-
telwert und zusétzlich ein UnsicherheitsmaB, hier die Standardabweichung,
durch ,H*-férmige Markierungen notiert wird. Die statistischen Details wer-
den in Kap. 4 genauer erlautert.

Eine hochaggregierte Darstellung der Datenverteilung bietet der Box-
plot, s. Abb. 3.3b. Im Gegensatz zur Darstellung des Mittelwertes und der
Standardabweichung in Abb. 3.3a, zeigt er eine AusreiBer-robuste Ansicht
der Daten. Er markiert das aufgespannte Intervall, die ,Mitte* (Median)
und die ,mittleren” 50 % der Daten (Q.5%- und Q75%-Quantile) durch den
Kasten und den Markern. Weitere Erlauterungen siehe Abs. 4.2.3, S. 58.
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Es gibt natirlich viele Spezialldsungen, z.B. werden in der Finanzbran-
che die Tagesverlaufe von Aktienkursen haufig verdichtet durch kompakte
vertikale High-Low-Striche mit kleinen eingehenden open- und ausgehen-
den close-Markierungen notiert, um die Tagesvariabilitdt des Bdrsenge-
schehens zu erfassen.

3.1.2 Scatterplots-Matrix
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Abbildung 3.4: Scatterplots-Matrix fiir den Autodatensatz in Tab. 3.1.

Eine Scatterplots-Matrix ist eine quadratisch angeordnete Kollektion
von kleinen Streudiagrammen, deren i, j-tes Element einen Scatterplot



36

Datenprasentation und -exploration

vom i-ten versus dem j-ten Merkmal zeigt. Diagonalelemente zeigen das
jeweilige Merkmalshistogramm oder sind einfach ein Platzhalter flr den
Merkmalsnamen. Diese Matrix gibt einen schnellen Uberblick lber die
Datenverteilungen und Paarkorrelationen. Steigt die Merkmalszahl, wird
die gesamte Matrix unhandlich. Treten gleiche Wertepaare mehrfach auf,
bleibt dies verborgen. Insbesondere bei Bindrdatenpaaren wird das Streu-
diagramm unbrauchbar. Abhilfe schafft die Addition eines geringen Rau-
schens (jitter), das eine Verschmierung der Daten und damit eine visuel-
le Verbreiterung der Punkte erzeugt. Bei sehr hoher Datenzahl muss ei-
ne Subset-reduktion erfolgen oder es missen Intensitatsbilder durch 2D-
Histogrammbildung erzeugt werden.

Klare Korrelationen kénnen in Abb. 3.4 unschwer identifiziert werden:
z.B. zwischen Fahrzeuggewicht und Motorleistung, Hubraum und Zylin-
derzahl und negativ korreliert zur Milage.

3.1.3 Parallele Koordinaten und Andrews-Plots

Betrachtet man eine Datentupel, so ist dies ein Punkt im hochdimensiona-
len Raum. Die Idee der parallelen Koordinaten ist die Umgestaltung der
normalerweise senkrechten Achsen in parallele Achsen (Inselberg 1985).

AN

AN g 7

\ \\\h X
§ Q\?f»\,@'\\*“\\\

Miage  GearRato CylDispl -Milage  -GearRatio _ CylDispl
Weight HorsePower NumCyl Weight HorsePower NumCyl

Abbildung 3.5: Parallele Koodinaten Darstellung. (a, links:) Originale Reihenfol-
ge. (b, rechts: Nach Invertierung zweier Achsen (Milage, GearRatio) entsteht ein
korrelierteres Bild.
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Abbildung 3.6: Andrews-Plot. Jedes Automodell ist als Kurve gezeichnet, wobei
die Wertauspragungen die Frequenz und Phasenlage bestimmen.

Abb. 3.5 zeigt das Ergebnis, nachdem alle Merkmale auf die [0,1] Einheits-
intervalle abgebildet wurden (Abs.2.1.1) und die originalen Raumpunkte
nun als Linienztge durch alle Achsen gezeichnet sind.

Die drei letzten Koordinaten sind klar korreliert, wohingegen die ersten
in Abb. 3.5a links sich kreuzen, also offensichtlich negativ korreliert sind.
Durch Invertierung der Milage und GearRatio werden die Linien (rechts)
besser entwirrt und die Korrelationen werden klarer erkennbar. Die Achs-

anordnung kann entscheidend flr die Erkennbarkeit von Korellationen sein.

Der Andrews Plot interpretiert die standardisierten Werte als Spek-
tralkomponenten und zeigt eine Zeitkurve. Die Kurve in Abb. 3.6 wird durch
die trigonometrische Funktion (Andrews 1972)

fx, =27 @1 + @y 98in(t) + 15,3 cos(t) + 2,4 8in(2t) + 5,4 cos(2t) +- -+ (3.1)

gebildet und im Intervall [—7, ] geplottet. Die Zuordnung der Komponen-
ten ist bedeutungsvoll und sollte vom wichtigen zum unwichtigen Parame-
ter erfolgen. Eine wichtige Eigenschaft ist die Erhaltung der Paardistanzen
zweier Punkte

/ " () — fop (£))2dt = ]l — x| (3.2)

D.h. zwei ahnliche Punkte werden auf &hnliche Kurven abgebildet. In Abb. 3.6

erkennt man deutlich Bander, die auf einige wenige Cluster hindeuten.
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3.1.4 Ilkonographische Darstellungen
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Abbildung 3.7: Ikonographische Darstellung: Star Glyphs flr die Automodelle in
Tab.3.1.

In einer ikonographischen Darstellungen wird jeder Datentupel durch
ein Bild oder Glyph reprasentiert. Stellt man sie gitterartig nebeneinander,
kann man sie vergleichend beobachten.

Sterndarstellungen — star plots: Ein Einheitskreis wird durch n-viele
(Anzahl der Komponenten) Radialstrahlen gleichférmig geteilt. Jedem Strahl
wird systematisch eine normierte Komponente zugeordnet. Die konkreten
Werte werden dann auf dem Strahl abgetragen und durch Linien tangenti-
al verbunden (Fienberg 1979).

Abb. 3.7 zeigt, dass die Ahnlichkeit zwischen Modellen durch die For-
mahnlichkeit der Glyphen visuell leicht erkannt werden kann. Die Methode
wird ungeeignet, wenn zu viele Komponenten oder zu viele Beobachtun-
gen verglichen werden sollen.

Chernoff-Gesichter nutzen den Vorteil unserer natlrlich gescharften Wahr-
nehmungsfahigkeit fir menschliche Gesichter. Chernoff (1973) schlug Ge-
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Abbildung 3.8: Ikonographische Darstellung: Chernoff-Gesichter reprasentieren
die sechs Attribute jedes Automodells in Tab. 3.1.

sichtskarrikaturen vor, die bis zu 15 Attribute (und mehr) reprasentieren
und an Datenkomponenten geknlpft werden kénnen. In absteigender Wich-
tigkeit sind dies

Gesichtsflache;

Gesichtsform;

Nasenlange;

Mundort;

Mundkrimmung (Lachmund);

Mundbreite;

Ort, Abstand, Winkel, Form und Breite der Augen;
Pupillenort;

Ort, Winkel und Breite der Augenbrauen.

Abb. 3.8 gibt den Automodellen Gesichter. Vergleicht man die Chernoff-
Gesichter mit den Sternglyphen, stellt man fest, dass der star plot den Vor-
teil der Neutralitat und der besseren Vergleichbarkeit genieBt. Da einige
Gesichtsmerkmale emotionstragend sind, z.B. der lachende oder traurige
Mund, die entspannten oder aggressiven Augenbrauen, besteht die groBe

BMW_320i

VW_Rabbit
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Abbildung 3.9: Pixelorientierte Visualisierung in (a, links) Spiral- und (b, rechts)
in Kreissegmentform. (Links:) Vier Attribute eines Datensatzes werden, z.B.
durch eine Datenbankabfrage ausgewahlt: x1,, ..., z4;, die Reihenfolge wird hier
nach dem ersten Merkmal x; sortiert. Nach Normierung und Farbkodierung wer-
den die Merkmalsspalten spiralig in die quadratischen Felder eingeordnet. Merk-
malskorrelationen machen sich als sich partiell wiederholende Muster bemerk-
bar. (Rechts:) Die Einreihung erfolgt hier innerhalb jedes Kreissegmentes
auf einer maanderférmigen Linie (zick-zack von innen nach auBen). Visualisiert
werden hier 50 Aktienkurse der Frankfurter Bérse. Durch chronologische Aufrei-
hung werden anhand der Kreisringstrukturen deutliche Synchronisationen in den
spaten Phasen des Zeitraums 1994—1995 erkennbar.

Gefahr, dass mehr wahrgenommen wird, als vorliegt. Zudem sind die Kom-
ponentenzuordnungen willkirlich und die Wertauspragungen nicht quanti-
tativ beurteilbar.

Ikonographische Darstellungen kénnen in Streudiagrammen integriert
werden. Weitere Formen sind die so genannten stick figures, kleine Strich-
figuren, deren Verbindungswinkel parametergesteuert wird. Color icons
stellen das multivariate Datenobjekt als ein Rechteck dar, das aus kleinen
Farbfeldern zusammengesetzt ist.
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3.2 Pixelorientierte Visualisierungen

Steigt die Datenmenge, ist es sinnvoll, den Platz pro Datum zu minimieren.
Pixelorientierte Techniken sind konsequent und reduzieren die Flache bis
auf die GroBe eines Pixel, wobei jede Wertauspragung farbkodiert wird.
Im Gegensatz zu den color icons wird die Objekt-Merkmals-Relation um-
gekehrt, d.h. ein Merkmal j von allen Daten flllt eine Flache F;, wobei die
Werte systematisch entlang einer die Flache F; fillenden Linie aufgereiht
werden (Keim und Kriegel 1994). Abb. 3.9 illustriert das Konzept anhand
zweier Beispiele (aus Keim 2001).

3.3 Die interaktive ,,Tabellenlupe*

Die pixelorientierten Techniken nutzen die Anzeigeflache maximal aus.
Der Zusammenhang der Merkmale auf Datenobjektebene ist aber nicht
mehr direkt erkennbar. Dieses Problem |6st die ,, Tabellenlupe“ oder table
lens (Rao und Card 1994) durch eine elegante Kombination von Interak-
tion und einer méglichen Flachenreduktion auf Linienstarke unter einem
Pixel Hoéhe pro Datenobjekt (s.u.).

Konzeptionell ist es eine graphische Darstellung von Tabelleneintragen
mittels Balken geeigneter Lange und Positionierung. Sie kann die textuelle
Eintragsdarstellung (i) erganzen oder (ii) ersetzen. Die Balkenlange wird
proportional zum jeweiligen Wert bestimmt (normiert auf die Intervallbrei-
te, die von den Spalteneintragen aufgespannt ist). Spalten mit kategorialen
Datentypen werden zuvor wertmagig enumeriert.

Die Tabellenlupe ermdglicht, die Daten zum einen ganz oder partiell
im Graphikmodus (i) als Text+Balken oder im Modus (ii) nur mit Balken zu
betrachten. Die entscheidende Zutat ist die Interaktionsform der Zeilen-
umsortierung, ausgeldst durch einen Mausklick auf die Kopfzeile der ge-
winschten Spalte. Ein weiteres Klicken invertiert die Sortierrichtung (auf-
bzw. absteigend).

Damit ist die Tabellenlupe auch als integriertes Explorationswerkzeug
nutzbar. Die einfache Benutzersteuerung wird anhand einiger exemplari-
scher Analyseschritte aufgezeigt, siehe Abb. 3.10a—h. Der Datensatz um-
fasst hier 392 Autotypen im Zeitraum 1971-1983, er ist strukturgleich mit
dem in Tab. 3.1, aber gréBer und (leider) typanonymisiert.
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= dal (392 rows, 8 cofs) [EEIE (39 rows, & cols) I
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Abbildung 3.10: (a—h) Ansichten der Tabellenlupe nach diversen sequenzsta-
bilen Umsortierungen. Datensatz mit 392 Automodellen und den acht Attribu-
ten Mpg, Cylinder {3, 4..8}, cubicinch, HorsePower, WeightlLb, AccelerationTime,
Year [1971,1983], Region { US, EU, J }. Die Sequenz relevanter Sortierdurchgan-
ge ist mit deren Attributinitialen markiert, s.a. Text.
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Die urspringliche chronologische Datenreihung ist in Teilbild a abgebil-
det. Abb. 3.10b entsteht durch Spaltensortierung nach Region. Eine wich-
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tige Besonderheit ist, dass der Sortierprozess indexstabil ist, d.h. er er-
halt die Datenreihung von wertgleichen Gruppen. Dadurch bleiben alle
Automodelle aus der Region=0 (=USA) weiterhin chronologisch geordnet,
ebenso die des Blocks Region=1 (europaische Herkunft) und Region=2
(Japan).

In Abb.3.10a zeigt sich an der geraden, stufenartigen Reihung der
year-Spalte, dass pro Jahr etwa gleich viele Autos Eingang in den Da-
tensatz gefunden haben. Nach dem Region-Sortieren teilt sich die Vertei-
lungskurve in drei bedingte Verteilungskurven: bedingt nach Herkunft. An
der konvexen unteren kann man ablesen, dass gegen Ende des Betrach-
tungszeitraums [1971, 1983] der Anteil japanischer Produkte auf Kosten
des amerikanischen Marktanteils zugenommen hat.

Abb. 3.10c ist zwei Clicks entfernt: Die Sortierung nach Mpg (miles per
gallon) und Cylinder zeigt wieder mehrere bedingte, kumulative Vertei-
lungsfunktionen — hier die Kraftstoffergiebigkeit nach der Zylinderzahl. Die
S-férmigen Kurven sind typisch fir eine Normalverteilung. An der Zylin-
derspalte erkennt man die Dominanz der Vierzylinderkonstruktion und ein
paar Dreizylinder, die sich aber verbrauchsmaRBig nicht behaupten (gerin-

ge Mpg).

Sortiert man nun nach Zeit, erkennt man an Abb. 3.10d die Folgen der
Olkrise: im Lauf der Jahre sanken Zylinderzahl, Hubraum (Cubicinch), Ver-
brauch und Leistung (Horsepower). Der Trend ist klar, viele Details las-
sen sich mit wenigen Sortierungsschritten studieren. Abb. 3.10e entsteht
durch Sortierung nach Zylinderzahl, Jahr, dann Beschleunigung (Accti-
me), Abb. 3.10f durch Sortierung nach Gewicht (Weightlb) und Baujahr.

Abb. 3.10g und h entstehen durch Sortieren nach Jahr, Herkunft und
Zylinderzahl. Es wurden auch einige Achtzylindermotoren auBerhalb der
USA gebaut: wenige, verhaltnismaBig spat und mit etwas geringerem Ver-
brauch. Diese Details deuten sich in dem obersten Region>1 Streifen be-
reits an. In der rechten Graphik ist dieser schmale Streifen in tabellari-
schen Originaldaten expandiert (leider sind die Modellnamen nicht explizit
verfugbar und werden links durch die IDs ersetzt). Vergleicht man die voll-
stéandige Balkendarstellung (i) in Abb. 3.10g und das partielle Hineinzoo-
men (i) in Abb. 3.10h, fallt der gute Kompressionsfaktor der Tabellenlupe
auf. Nur wenige Textzeilen passen in den Screenshot und die zweite Da-
tenhalfte ist schon nicht mehr sichtbar.

Die Hauptcharakteristika der Tabellenlupe (table lens) sind
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e Ein vollstandiger Datentupel lasst sich auf einer diinnen Zeile ab-
bilden, ohne dass Aggregationsmechanismen bemuht werden mus-
sen. Bei Bildschirmdarstellung ist die Minimalgr6Be von einem Pixel
durchaus noch komfortabel (Experimente zeigen, dass mittels block-
weiser vertikaler Mittelung und Graustufung eine weitere Verdichtung
von 4:1 bis 16:1 noch sinnvoll ist);

e Mehrere hundert Datensétze kénnen damit auf einen Blick vergli-
chen werden (im Extremfall bis 10);

e Durch interaktiv ausgeldste Sortierungsschritte ergeben sich direkt
ablesbare Verteilungsfunktionen;

e Durch eine einfache Sequenz von Sortierungskriterien werden be-
dingte Verteilungsfunktionen sichtbar. Sie sind sinnvoll und Ubersicht-
lich, wenn die Bedingung den Datensatz in wenige, etwa ausgewo-
gen groBe Gruppen aufteilt. Die Bedingung muss also eine kleine
Kardinalitat besitzen und kann als ein Attribut oder als kartesisches
Produkt zweier Merkmale bestimmt werden. Zuletzt wird interaktiv
nach diesen bedingenden Merkmalen sortiert, was dann eine direk-
te visuelle Abhangigkeitsanalyse von zwei bis drei Merkmalen unter-
stutzt;

e durch Einblenden von alphanumerischer Darstellung werden ein in-
teraktives Hineinzoomen und eine integrierte Darstellung der kom-
pletten Originaldaten ermdglicht.

3.4 Integrierte Missing-Value-Statistik
und Assoziationsanalyse

Insbesondere bei medizinischen Datensatzen ist das Auftreten von feh-
lenden Werten (missing values) nicht ungewdhnlich. Fir die folgende Da-
tenauswahl, Analyse und Interpretation ist die Kenntnis (i) von mdglichen
Korrelationen der Abwesenheit zweier Merkmale, (ii) der Verteilung von
Merkmalen und (i) der Korrelationen zwischen der Abwesenheit eines
Merkmals und der Verteilung anderer Merkmale bedeutsam.

(iv) Ob zwei Merkmale eine lineare Korrelation aufzeigen oder ob Vertei-
lungen génzlich unabhéngig sind, kann man durch entsprechende Asso-
ziationsanalysen ermitteln (Vorstellung in Abs. 4.12 und 4.13).
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(v) Ferner ist man an der Stichhaltigkeit aller Aussagen interessiert, die
sich durch Berechnung von SignifikanzmaBen validieren lassen (p-Werte).

(vi) Um den Uberblick (iber groBe Ergebnismengen zu beschleunigen, ist
die Einfarbung der Ergebnisse nach Wert oder Signifikanz eine Hilfe.

Ein Lésung, die all diese Wiinsche integriert, istin Abb. 3.12 (S. 47) dar-
gestellt. Das Werkzeug verbindet die relevanten statistischen Algorithmen
(s.Kap. 4) und macht die Prasentation der Ergebnisse als auch die Steue-
rung des Analyseprozesses durch einen Standard-Web-Browser méglich.
Der zweistufige Ablauf wird in Abb. 3.12 erlautert.

3.5 Integrierte Assoziationsanalyse

Das in Abb. 3.13 (S. 48) dargestellte Analysewerkzeug dient der interakti-
ven Assoziationsanalyse von Merkmalspaarungen. Es vereinigt Konzepte
der Scatterplot-Matrix, der Farbkodierung von Merkmalsassoziationen und
der Detailinspektion von selektierten Merkmalspaaren. Verschiedene An-
zeigemodi stehen fur das i, j-te Matrixelement zur Auswahl:

e Anzeige von AssoziationsmalBen, die spater in Abs.4.12 erlautert
werden: Pearson’s Korrelationskoeffizient |r|, Cramers V oder x2.
In Abb. 3.13 kommt der normierte Unsicherheitskoeffizient U(x;|z;)
durch Farbkodierung zum Ausdruck (Gl. 4.80);

e diverse Farbpalletten, z.T. in nicht-linearen Transformationen. Links
in Abb. 3.13 ist der aktuelle Farbcode dargestellt;

¢ Mittels Mausselektion in der Matrix wird ein Streudiagramm z;(z;) im
unteren Teil eingeblendet (bzw. flr i = j ein Histogramm). Zusatzlich
werden die Assoziationskennzahlen fir i, j tabellarisch rechts unten
in Abb. 3.13 gelistet;

e Optional wird eine lineare Regression berechnet und gemeinsam
mit Konfidenzbereichen in das Streudiagramm eingezeichnet. Die
Details der Darstellung und der 95 %-Konfidenzbander werden in
Abb. 5.8 und Abs. 5.7.1 dargestellt.
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3.6 Trellis-Darstellung

Trellis-Darstellungen sind systematische Anordnungen von Streudiagram-
men. Im Gegensatz zur Scatterplot-Matrix werden nicht stets neue Merk-
male ausgewahlt, sondern sie bleiben konstant. Es werden jedoch syste-
matisch Datenteilmengen in Abhangigkeit von anderen Merkmalen gebil-
det. Abb.3.11 zeigt ein Beispiel mit einer Selektion auf einem Intervall
(Zeit) und einer Kategorie (Region) pro Diagramm.

USA, 1977-1983 Europa, 1977-1983 Japan, 1977-1983

T T T T T T e T T T T
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Abbildung 3.11: Trellis-Darstellung: Streudiagramm-Matrix mit Regressionsge-
raden und Konfidenzintervallen. Hier ist die milage (Mpg) versus dem Gewicht
far drei Herkunftsregionen (horizontal orientiert) und zu zwei Zeitrdumen (<1977,
>1977 vertikal orientiert) fir den Automodell-Datensatz aus Abb. 3.10 dargestellt.
Da die Achsen gleich skaliert sind, erkennt man klar Zusammenhange: Z.B. ha-
ben neuere Modelle (obere Reihe) deutlich bessere Verbrauchseigenschaften
(héhere milage); européaische Hersteller haben ihre Modellpalette im zweiten Zeit-
raum noch mehr diversifiziert als die anderen beiden Regionen, und Japan zeigt
einen sich verringernden Vorsprung im Verbrauchsspektrum.

Im folgenden Kapitel werden die Grundlagen fir die statistische Be-
schreibung und die Validierung von Hypothesen und Zusammenhangen
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Abbildung 3.12: Die Ausgabe und zweistufige Steuerung dieses Werkzeugs
zur Missing-Value- und Assoziations-Analyse ist als HTML-Interface ausgefihrt:
(links oben:) In der ersten Stufe werden die Daten und gewiinschten Merkmale
selektiert und Vorberechnungen veranlasst. (rechts oben:) Nachdem charak-
teristische Verteilungsparameter berechnet und in eine Datenbank geschrieben
wurden, kann in einem zweiten Schritte eine Reihe von statistischen Informatio-
nen ausgewahlt werden. Im unteren Teil werden diese in Matrixform préa-
sentiert. Jede (groBe) Zelle enthélt Einzelwerte, (innere) Tabellen und/oder
Inline-Graphiken, die zu einer Merkmalskombination (x,y) gehért. Auch hier ist
der Anzeigeplatz eine knappe Ressource, somit kann die Darstellung auf be-
stimme Merkmale (getrennt nach Spalten und Zeilen) und Inhalte beschrankt
werden (via list- und checkboxes rechts oben). Fir eine Teilmenge des
medizinischen Datensatzes, der in Kap. 9 erlautert wird, sind fir die ausgewahl-
ten Merkmalspaare folgende Informationen darstellbar: u.a. die Kontingenzta-
bellen fir Abwesenheit (durch WeiB-auf-Grau dargestelltes x oder y), der p-
Wert (y2-Test), Mittelwertsvergleich z fiir die Gruppe mit und ohne y-Wert mit
Standardfehler-Vergleichsgrafik und p-Wert (t-Test), sowie der normierten Vor-
wartsentropie U(z|y) (Gl. 4.80). Kennwerte und Verteilungsfunktionen der einzel-
nen Merkmale sind Uber die Kopfzeilen verknipft (Hypertext-links).
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Abbildung 3.13: Analysewerkzeug zur interaktiven Assoziationsanalyse von
Merkmalspaarungen — hier angewandt auf den Automodell-Datensatz von
Abb.3.10. Die Farbkodierung in der Merkmalsmatrix zeigt hier die normierte
Vorwartsentropie oder den Unsicherheitskoeffizient U(z;|x;). Der Kreis markiert
die selektierte Zeile Cubicinch (i = 2) und Spalte Cylinder (j = 1). Zu die-
sem Paar werden dann AssoziationsmaBe und das Streudiagramm mit 95 %
Konfidenzintervallen dargestellt (weitere Funktionsmerkmale dieser NEO/NST-
Implementation s. Text). An diesem Streudiagramm kann man erkennen, dass
Cubicinch weniger von Cylinder determiniert ist als umgekehrt, was sich in den
unsymmetrischen Entropiewerten und Farben in i, j und j, i widergespiegelt.

gelegt. Es geht um Hypothesen und Zusammenhange, die moglicherwei-
se, aufgrund visueller Inspektion, iterativer Exploration und durch effektive
Integration von Expertenwissen zutage getreten sind.



Kapitel 4

Statistische Grundlagen

,Wir Wissenschaftler nutzen Statistik oft wie ein
Betrunkener, der den Laternenpfahl mehr als
Stitze als zur Beleuchtung sucht.”

(Winifred Castle, britischer Statistiker)

Statistik beschaftigt sich mit dem Beschreiben und Interpretieren von
Daten sowie dem Testen von Hypothesen anhand dieser Daten. Wo friher
das Erzahlen von Anekdoten und die Weitergabe persénlicher Erfahrung
eine zentrale Rolle in mancher wissenschaftlichen Disziplin spielte, sind
heute die formalen Anspriiche an Nachvollziehbarkeit von hoher Bedeu-
tung. Hinzu kommt die Moglichkeit, viele Dinge auch quantitativ zu mes-
sen und auszuwerten. Zum Beispiel sind mit der Verbreitung der Disziplin
evidence based medicine die Anspriche an die statistische Validierung
medizinischer Erkenntnisse drastisch gestiegen, so dass Autoren in me-
dizinischen Journalen meist mindestens einen so genannten p-Wert pro
Arbeit referieren, um die Glaubwurdigkeit ihrer Resultate zu untermauern.

In diesem Kapitel sollen wichtige statistische Grundlagen eingeflhrt
werden. Die Kenntnis geeigneter statistischer Methoden ist das Funda-
ment zur Bildung und Evaluierung von Hypothesen und Modellen und er-
laubt damit solide Signifikanzbewertungen fiir das im KDD-Prozess ent-
deckte Wissen.

49
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4.1 Zufallsexperimente,
Wahrscheinlichkeiten und Verteilungen

Das Werfen eines Wirfels ist das klassische Beispiel eines kategoria-
len Zufallsexperiments. Es resultiert ein zufélliges Ereignis A aus einer
Menge von moglichen Ereignissen (2. Der Ereignisraum (2 ist die Vereini-
gungsmenge der Elementarereignisse, hier z.B. der Wurf der Augenzahlen
1,2,...,6 mit der Kardinalitat |Q2| = 6.

Der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff ist axiomatisch gepragt und
analysiert die Ereignismdglichkeiten. Die Eintrittswahrscheinlichkeit P,
eines Ereignisses A ist klassisch

_Anzanhl fir A gunstige Ereignisse
~ Anzahl der Elementarereignisse ’

A 4.1)

hingegen ist die empirische Herangehensweise durch das Experiment ge-
pragt.

Der statistische Wahrscheinlichkeitsbegriff lasst sich pragmatisch aus
der relativen Haufigkeit herleiten. Die relative Haufigkeit f(A) (engl.: fre-
quency) eines Ereignisses A ergibt sich bei N-maliger Wiederholung des
Experimentes aus der absoluten Haufigkeit ¢(A) = m (engl.: count)

(4.2)

Kann man einen (ggf. unbekannten) Prozess annehmen, der mit einer
konstanten Wahrscheinlichkeit das Ergebnis A liefert, so definiert man die
Wahrscheinlichkeit P(A) als den asymptotischen Grenzwert fir groBe N
(Gesetz der groBen Zahlen):

P(A) = lim f(A) = lim . (4.3)

N—oo N—oo N

Nun betrachten wir allgemein zwei Ereigniseintritte in einem Experi-
ment. Denken wir zum Beispiel an das Einrasten der Roulettekugel in ein
Feld. Ein Ereignis sei ,rot, das andere die Zugehoérigkeit zu einem be-
stimmten Zahlenblock.

Die Wahrscheinlichkeit des gemeinsamen Auftretens zweier Ereignis-
se A und B schreibt man als Verbundwahrscheinlichkeit P(AN B) meist
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in der verkirzten Form P(A, B) (gelegentlich auch als P(A A B). Die be-
dingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) beschreibt die Auftretenswahrschein-
lichkeit von A, wenn vor der Beobachtung schon die Information des Er-
eigniseintritts von B vorliegt:

P(A,B)
P(B)

P(A|B) = (4.4)

Im Kontext dieser Zusatzeinschrankungen spricht man auch von den un-
bedingten, den a-priori-Wahrscheinlichkeiten P(B), P(A) und der be-
dingten, der a-posteriori-Wahrscheinlichkeit, z.B. P(A|B).

Kennt man die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit in die eine Bedingungs-
richtung, kann man mit der Bayes-Regel die Gegenrichtung berechnen:

P(A|B) P(B)

PA) (4.5)

P(B|A) =

Dies entspricht auch der manchmal als Multiplikationsregel genannten
Regel fir Wahrscheinlichkeiten:

P(A,B)=P(ANB)= P(A|B) P(B) = P(B|A) P(A). (4.6)
Ferner gibt es die Additionsregel:
P(AUB)=P(AV B)=P(A)+ P(B)— P(A,B). (4.7)

Die Bayes-Regel ist ein fundamentaler Baustein fur die korrekte Behand-
lung von bedingten Wahrscheinlichkeitsmodellen (s. Abs.5.1) und kann
gelegentlich zu Uberraschenden Ergebnissen flhren, wie das Beispiel im
abgebildeten Kasten 4.1 verdeutlicht.

Die statistische Unabhangigkeit von Ereignissen ist ein wichtiges
Grundkonzept und besagt, dass es keinen Unterschied fir den Eintritt von
A macht, ob B vorher eingetreten ist oder nicht.

P(A|B)=P(A) N P(B|A)=P(B) <= A, B statistisch unabhéngig
(4.8)

Die Verbundwahrscheinlichkeit P(A, B) ist dann gleich dem Produkt der

a-priori-Wahrscheinlichkeit (auch aus Gl. 4.4,4.5,4.8).

P(A,B) = P(A)P(B) <= A, B statistisch unabhéngig (4.9)
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Abbildung 4.1: Anwendungsbeispiel fiir die Bayes’'sche Regel

Was bedeutet es, wenn ein Test 95 % akkurat ist? HeiBt dies, das ich mit 95%
Wabhrscheinlichkeit die schlimme Krankheit (K) habe, wenn der Test positiv
(T4) ist? Klingt dies plausibel, so ist die richtige Antwort jedoch ,Nein®. Denn
im Allgemeinen ist P(K|Ty) # P(T4|K4+) und héngt sehr von der a-priori-
Infektionsh&ufigkeit P(K ) ab.

Sei P(Ty|Ky) = P(T_|K_) = 0.95 (damit ist die false-negative-rate = false-
positive-rate 5%; s.a. Abs.5.7.4 Sensitivitdt und Spezifitdt) und die Krankheit
trate selten auf P(K,) = 0.01. Die Bayes’'sche Formel Gl. 4.5 flir die gesuchte
Infektionswahrscheinlichkeit ergibt

P,y = LKD) PRY) P(T,|K,) P(K,)
T P(T) ~ P(T4|K) P(Ky) + P(T|K_) P(K_)
_ 0.95 + 0.01 oot

0.95%0.01 + 0.05%0.99

Sie ist vor dem Test 1 % und nach dem Test 16 % (nicht 95 %!). Setzt man Zahlen
ein, wird deutlich, warum Massentests (wie fur aktuelle Epidemien politisch immer
gerne eingefordert) oft wenig Sinn ergeben: In einer Bevélkerung von einer Million
Menschen sind 10000 infiziert und 9500 positiv getestet; von den 990000 Ge-
sunden werden aber 49 500 irrtiimlich positiv getestet, was zum Verhaltnis 9 500
zu 59000 (=16 %) insgesamt Positiv-Getesteten fihrt.

Ist die Krankheit noch seltener, P(K,) = 0.0001, aber auch der Test besser,
P(Ty|Ky) = P(T_|K_) = 0.99, ist die Infektionswahrscheinlichkeit P(K|T}) =
0.0098 nach positivem Test noch geringer.

Die praktische Abhilfe ist die Erhéhung der a-priori-Infektionshaufigkeit P(K ;)
durch Testen erst nach begriindetem Verdacht.

4.2 Zufallsvariablen und
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Ist das Resultat des Zufallsexperimentes zahlenwertig (und mit natdrlicher
Kleiner-gréBer-Ordnung), so lasst es sich in der Regel auf die Menge der
reellen Zahlen IR abbilden und als Zufallsvariable reprasentieren. Je
nach Art der Ergebnismenge unterscheidet man die gelegentlich kontinu-
ierliche und diskrete Zufallsvariable, s.a. Tabelle 4.1.

Die kumulative Haufigkeitsverteilung oder kurz Verteilungsfunkti-
on erlaubt die Charakterisierung der Zufallsvariablen X. Die Verteilungs-
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funktion F'x(z) gibt die Auftretenswahrscheinlichkeit von Werten < x an:

Vx(z) = P(X <x) (4.10)

Im diskreten Fall stellt sich V(x) als Summe von Eintrittswahrschein-
lichkeiten p; aller Elementarereignisse A; dar, die wertmaBig < x sind:

Vy(x)= Y PA)= > p (4.11)

i T, <z i ;<

Fir eine kontinuierliche Zufallsvariable wird die Summation zum Inte-
gral

Vx(z) = /m px(2')da’ (4.12)

—00

uber die Wahrscheinlichkeitsdichte px (z), kurz Dichte:

px(x) :Il)il%PX(xSX<x+b) (4.13)

Wie die diskrete Auftretenswahrscheinlichkeit p; ist die Dichte p(z) nicht-
negativ, hier aber unbeschrankt (p; € [0, 1], p(x) € [0, oo]). In beiden Fallen
muss die Gesamtwahrscheinlichkeit immer 1 ergeben, gleichbedeutend
mit Vx(oco) = 1. Beispiele fir Verteilungsfunktionen sind Abb. 4.5d, S. 67
und Abb. 5.14d, S. 130.

4.2.1 Mehrdimensionale Verallgemeinerung
und Erwartungswert

Die Zufallsvariable kann zu einer mehrkomponentigen, m-dimensionalen
VektorgroBe, einem Zufallsvektor X, verallgemeinert werden. Die Vertei-
lungsfunktion des Zufallsvektors X

Vx(X):P(XlSl’l,XQSI'Q,...,XdSI'm,) (414)

ist dann das d-dimensionale Integral Uber die gemeinsame Dichtefunktion
der einzelnen Zufallsvariablen X;:

1 T2 Tm
Vx(x) = / / / px(T1, T2, ... Tq)dr1dTs - - - dTy (4.15)
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Die Dichte einer einzelnen Zufallsvariablen X; berechnet sich als Integral
Uber alle anderen Komponenten der gemeinsamen Dichte

1 Ti—1 Tit+1 Tm
sz(l‘Z) — / .../ / .../ pX(X)dl'l“‘dl'i—ldl'zq-l“‘dl'm

(4.16)

Das Konzept der bedingten Wahrscheinlichen (vgl. Gl. 4.4) lasst sich
auch auf die bedingte Dichte Ubertragen. Hier ein Beispiel mit zweikompo-
nentigem Zufallsvektor:

px (%) = px (71, T2) = Px,y x, (T2]21)Px, (1) = Pxyx, (T1]22)px, (22)  (4.17)

Wenn alle einzelnen Zufallskomponenten statistisch unabhangig sind,
vereinfacht sich die gemeinsame Dichtefunktion zum Produkt der Einzel-
komponentendichten:

m

Px(X) = pr1, Ta, ... Tq) = pr(scl) (4.18)

=1

Mit Hilfe von Dichten lasst sich der Begriff Erwartungswerte kompakt
einflhren. Der Erwartungswert E{-} eines Ausdrucks f(X) ist definiert als
Integral Gber den gesamten Wertebereich (IR™)

B0} = [ px(x) £(X) dx (4.19)
oder, im Falle diskreter Verteilungen, als Summe:

E{f(X)} =) _pi f(z:). (4.20)
Vi

4.2.2 Deskriptive Statistik fir metrische Variablen

Sowohl theoretische Wahrscheinlichkeitsverteilungen als auch empirische
Datenstichproben mdchte man kompakt charakterisieren und beschrei-
ben. Hier sind eine Reihe von berechenbaren kompakten GrdéBen von Be-
deutung. Einige sind eng mit den Momenten einer Datenverteilung ver-
kndpft.

Das bekannteste LagemaR ist der Mittelwert z, das erste Moment
(engl.: mean, average, 6fter auch als (X) notiert). Er ist definiert als der
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Erwartungswert z = E{x} und markiert den Schwerpunkt einer Verteilung.
Der Mittelwert von N Werten x4, ...,z ist

1 N
T=+ ;xj (4.21)

Der Mittelwert ist aber nicht die einzige GréBe, die die Lage einer Vertei-
lung beschreibt. Insbesondere wenn starke Randauslaufer auftreten, kann
die Beschreibung durch den Median (siehe 4.2.3) oder mit der Mode sinn-
voller sein.

Die Mode ist fur kontinuierliche Variablen der Ort der gréBten Dich-
te z,.04e, andernfalls die Wertauspragung j mit der maximalen Haufigkeit.
Eine Verteilung heif3t unimodal, wenn ihre Dichte nur ein globales Maxi-
mum besitzt, bimodal, wenn sie zwei verschiedene lokale Maxima besitzt,
andernfalls heif3t sie multimodal.

Als nachstes qilt es, die Ausgedehntheit, Variabilitat, Streuung oder die
,Breite” einer Verteilung zu beschreiben. Am gebrauchlichsten ist die Va-
rianz, die dem zweiten Moment einer Verteilung entspricht:

Var{X} = E{(X — BE{X})?} = /_Oo (x — B{X})2px(2)da = 0%, (4.22)

Deren Quadratwurzel nennt man die Standardabweichung (engl: stan-
dard deviation kurz s.d.) 0 = s.d. = /Var{X}.

Die empirische Standardabweichung einer Datenreihe wird, statt mit
dem wahren Mittelwert, mit Hilfe des empirischen, also geschéatzten Mit-
telwertes = berechnet. Die Varianzschatzung fallt in diesem Fall etwas zu
klein aus, denn die quadratischen Datenabstande zum empirischen Mittel-
wert sind im Mittel kleiner als zum wahren Mittelwert, was sich flr kleine
StichprobengrdéBen N bemerkbar macht. Die Korrektur N — 1 statt N im
Nenner macht die Schatzung erwartungstreu (unbiased estimator):

1 N
Var(.fCl,.’EQ,...,SUN) =% = mZ(.’L‘J —SZ’)Q. (423)

J=1

Durch Klammerexpansion Iasst sich die haufige Darstellung

N
1 _
Var(zy, zs,...,05) = 0% = N1 [(Z x?) — Nj2] ~r2—7°  (4.24)
j=1
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herleiten. Sie erlaubt o und z in einem Datendurchlauf zu berechnen, birgt
aber die Gefahr gréBerer Rundungsfehler.

Der Standardfehler (engl.: standard error), kurz s.e., beschreibt die
Unsicherheit einer empirischen Parameterschatzung, z.B. der z-Schatzung.
Er ist von der Unsicherheit jeder einzelnen Messung gepragt und wird klei-
ner, je mehr Messungen vorliegen:

g

s.e. = ——. 4.25

VN (4.29)

Die Standardabweichung sollte nicht mit dem Standardfehler verwech-

selt werden. Abb. 4.2 illustriert den obigen Zusammenhang anhand der

Wahrscheinlichkeitsverteilungen einer Mittelwertschatzung, die auf unter-
schiedlichen StichprobengréBen N beruht.

4

Mittelwertverteilung N=4 -----
35 | Mittelwertverteilung N=10 ------ |
Mittelwertverteilung N=100

3tk

25

Abbildung 4.2: Vier Normalverteilungen mit gleichem Mittelwert und dem o-
Breitenverhéltnis 10 : /10 : 2 : 1. Dieses Verhéltnis entspricht der Reduktion
des Standardfehlers (s.e.) durch eine StichprobenvergréBerung 1 : 4 : 10 : 100,
siehe Gl. 4.25.

Im mehrdimensionalen Fall kbnnen sowohl die Varianzen jeder einzel-
nen Komponente als auch die kombinierten Kovarianzen kompakt in einer
Kovarianzmatrix C

C = Var{X} = B{(X - E{X})(X — E{X})} (4.26)

durch das auBere Vektorprodukt der zentrierten Verteilung dargestellt wer-
den.

Zu bemerken ist, dass fur einige Verteilungsfunktionen das zweite Mo-
ment nicht endlich ist, existiert — z.B. fir die Cauchy-Verteilung — keine
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Varianz. Ferner sind die hdheren Momente sehr empfindlich gegen Ausrei-
Ber. Ein robusteres Breitenmal ist die mittlere Abweichung (engl.: ave-
rage deviation, mean absolute deviation, MAD), die als

N
1
ADev(zy,...xy5) = NZ |z; — 7 (4.27)
j=1

definiert ist. Die Betragsbildung macht diese GréBe fur analytische Be-
trachtungen allerdings unattraktiv.

Die Schiefe einer Verteilung wird durch das dritte Moment, englisch
skewness, berechnet:

N _\ 3
Skew(zy,...zy) = %Z (ll’j - x) (4.28)
j=1

o

Ein positiver Wert markiert eine Asymmetrie mit dominant rechtsseitigen
Auslaufern, auch ,rechtsschief"” genannt. Umgekehrt flihren entlegene
Auslaufer links vom Mittelwert zu negativen Werten. Die Normierung in
Gl. 4.28 bewirkt fiir eine Normalverteilung eine Schiefe 0, die mit der Stan-
dardabweichung /6/N normalverteilt ist.

Basierend auf dem vierten Moment wird mit der Kurtosis die ,Spitz-
heit"” einer Verteilung charakterisiert:

Kurt(zy,...zy) = {%Z <:Eja—$) } -3 (4.29)

j=1

Der Term —3 kommt durch das Referenzprofil zustande: Eine positive Kur-
tosis ist spitzer als die Normalverteilung (und hat damit I1&ngere Auslaufer),
eine negative ist kompakter und randarmer. Die Kurtosis einer Normalver-
teilung ist selbst normalverteilt mit Mittelwert 0 mit der Standardabwei-

chung /24/N.

4.2.3 Quantile, Median und Ordnungsstatistiken

Eine gegenlber AusreiBern wesentlich robustere Beschreibung basiert
auf der Verteilungsfunktion. Sie steht nicht nur den metrischen, sondern
auch den ordinal skalierten Variablen offen, denn es genigt hierbei die
Ordnungsrelation (<, =, >) zwischen Wertepaaren. Die Stichprobenwerte
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werden geordnet x; < xy < .-y, indem man sie der GroBe nach
sortiert.

Eine a-Quantile @, (« € [0,1]) ist der z-Wert der geordneten Reihe
xp < ) < - - - 2N, Unterhalb dessen gerade N — und oberhalb gerade
(1 — a) N Datenwerte liegen. Der Zusammenhang zur Verteilungsfunktion
Vx(l‘) ist

Vx(Qa) = a, (4.30)

sofern der a-Quantilwert nicht mehrfach vorliegt und durch diese Bindung
Vx (siehe Abs. 4.12.2) lokal angehoben ist.

Einige Schreibweisen fir besondere Quantilen haben sich eingebr-
gert:

e Eine Perzentile ist ein Quantile, bei der a als Prozentwert angege-
ben ist.

e Median Med = Qo5 = Q12 = Qs0%- Er teilt die geordnete Reihe
in zwei gleich groBe Teile, d.h. unterhalb und oberhalb liegen genau
50% der Beobachtungen. Ist N ungerade, gibt es einen eindeutigen
Median-Datenwert z(y_1)/9, andernfalls ist fir metrische GréBen die
Mittelwertsbildung (zn/2—1] + Z[n/241])/2 vereinbart.

e Die erste Quartile Qy25 = Q11 = Qa5% und dritte Quartile Q.75 =
Q34 = Q7% markieren je ein Viertel. Gemeinsam mit dem Median
teilen sie die Spannweite in vier gleichstark besetzte Bereiche.

e Minimum = )y und Maximum = ;. Daraus ergibt sich auch die
Spannweite der Verteilung R = Q1 — Q.

Aus den 25% und 75% Quartilen werden der Interquartilenabstand (in-
terquartile range 1QR) oder auch die F-Spanne abgeleitet

SFp = Q75% - Q25% . (4-31)

Diese enthalt 50 % der Daten und wird in den Boxplots besonders hervor-
gehoben. Der Boxplot prasentiert, wie in Abb. 3.3, S. 34 zu sehen, in kon-
densierter Form die wichtigsten Verteilungsparameter: Min und Max durch
die Extremwerte, den Median durch den Mittelstrich und die F-Spanne
durch den Kasten. Beim Zeichnen des , T*“-férmigen Auslaufers, dem wis-
ker, wird es uneinheitlich: Die einfachste Art ist die Markierung der Ex-
tremwerte Qgy, Q100%- Der informationsreichere Weg nach Tuckey (1977)
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begrenzt die Wisker-Lange auf den 1.5 fachen Interquartilenabstand s;.
D.h. der Wisker wird bis zum extremsten Datenpunkt in dieser Spanne
gezeichnet, noch extremere werden durch Linien oder Punkte als Ausrei-
Ber gezeichnet. Manche differenzieren noch weiter zwischen milden und
schweren AusreiBBern.

4.3 Die GauB’sche Normalverteilung

Die Glockenkurve nach Friedrich GauB ist nicht nur wegen ihrer Abbildung
auf der letzten Generation der 10DM-Geldscheine berihmt. Ihr anderer
Name, Dichtefunktion der Normalverteilung, weist auf die fundamenta-
le Bedeutung hin. Bei groBen Stichproben verhalt sich gemal dem zen-
tralen Grenzwertsatz der Mittelwert einer kontinuierlichen Zufallsvariable
wie die Normalverteilung. Dabei spielen Detailzusammenhange des Zu-
fallsprozesses keine Rolle.

Die Normalverteilung ist mit genau zwei Parametern vollstandig be-
schrieben, dem Zentrum (und Maximum) p und der Varianz o2:

N(x|p, 0?) = \/2;7 exp [— (x;af) } (4.32)

In Abb. 4.2 sind mehrere mittelwertgleiche Normalverteilungen gezeigt.
Der Wendepunkte der Glockenkurven liegen jeweils genau bei i + . Das
Maximum der breiten Verteilungen (mit gr6Berem o) ist kleiner, da die Ge-
samtflache unter den Kurven als Gesamtwahrscheinlichkeit naturlich 1 er-
geben muss.

Die Standardabweichung hat noch eine weitere Bedeutung. Bei gege-
bener Normalverteilung liegt im markierten o-Intervall [ — o, u + o] stets
eine konstante, wohlbekannte Flache, die 68.27% der Beobachtungen ent-
héalt (siehe auch Abb. 4.3). Dies flhrt uns im nachsten Abschnitt zu den
Konfidenzintervallen.

Zunachst wenden wir uns der Verallgemeinerung der Normalverteilung
fir mehrdimensionale Zufallsvektoren in Matrixschreibweise zu:

Ao pterx— ). (4.33)

1
ex
V27 C| P12

Dabei bezeichnet ;. den Mittelpunktvektor, der das Zentrum definiert, und
die Kovarianzmatrix C beschreibt die unimodale, elliptische Ausdehnung

N (x|, C) =
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Abbildung 4.3: Die Standardnormalverteilung A (x)=A" (x|0,1) hat eine Ge-
samtflache von 1. Das Flachenintegral im Intervall [-1,1] betragt 0.68, im In-
tervall [-1.96,1.96] 0.95 und 0.99 im Intervall [-2.57,2.57] (621_0_05/2 = 1.96,

Q{\—/o.m/z = 2.57, vgl. Fig.4.5). Die Randschraffur deutet an, dass eine stan-
dardnormalverteilte Variable mit einer Wahrscheinlichkeit von 2.5 % einen Wert
im Flugelbereich z > 1.96 annimmt.

der Verteilung. C~! bezeichnet die Inverse von C und |27 C| die Determi-
nate der mit 27 skalierten Kovarianzmatrix.

Zur Darstellung von realen Datenverteilungen genugt nicht immer eine
unimodale, ellipsenférmige Dichteannahme. H&ufig verwendet man den
Mischungsmodellansatz

p(x) = Z pi N (x|, Ci), (4.34)

eine p;-gewichtete Linearkombination mehrerer GauBverteilungen im hoch-
dimensionalen Raum.

Der Begriff Standardnormalverteilung bezeichnet die Normalvertei-
lung N(z) = N(z]0,1) mit Erwartungswert 1 = 0 und Einheitsvarianz
o? = 1. Durch die z-Transformation =z +— 2z = (z — u)/o lasst sich jede
Normalverteilung einfach auf die Standardnormalverteilung abbilden:

xr —

a“mg):Amxwm% (4.35)

N@:Numn:N(
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4.4 Konfidenzintervalle und Signifikanz
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Abbildung 4.4: Das Konfidenzintervall der Mittelwertschatzung einer normalver-
teilten Variable mit angedeuteter Standardfehlerverteilung. Der empirische Mittel-
wert liegt hier in der Mitte. Die Grenzen UG und OG bestimmen sich symmetrisch
durch die Uberlegung einer statistischen Zufallsmessung. Die beiden Kurven deu-
ten die beiden Extrempositionen der mutmaBlich wahren Verteilung an, die mit
einer Irrtumswahrscheinlichkeit von o = 0.05 noch vertraglich sind.

Im vorigen Abschnitt wurde eine Reihe von deskriptiven Kennzahlen
eingefuhrt. Sie beschreibt z.B. ein datenemittierendes System oder eine
Population. Kennt man die wahren Kennzahlen nicht, schatzt man sie an-
hand von Stichproben. Nun stellt sich die Frage, mit welcher Sicherheit
man einen Parameter bestimmen kann und wieviel Vertrauen (confidence)
in diese Schatzung gelegt werden soll. Eine quantitative Erfassung ergibt
sich aus dem Konzept des Konfidenzintervalls und der Irrtumswahrschein-
lichkeit, die sich anhand zweier typischer Fragestellungen erlautern las-
sen:

Ist ;. der wahre Wert eines Parameters (z.B. der Mittelwert einer Nor-
malverteilung) einer Grundgesamtheit, wie wahrscheinlich ist dann die Rich-
tigkeit der Aussage

UG <pu<o0G (4.36)

mit gegebene Untergrenze UG und Obergrenze OG? Oder anders herum
gefragt: Wie sind die Grenzen UG und OG beschaffen, damit die obige
Aussage mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit © = 1 — « richtig ist?
Intervalle [UG, OG], die die Bedingung

PUG<u<0G) =0=1-a (4.37)
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erfillen, nennt man Konfidenzintervalle (engl: confidence interval), kurz
Cl, zum sogennannten Konfidenzkoeffizienten © und dem Signifikanz-
hiveau o.

Die Angabe eines Konfidenzintervalls bei der Schatzung des (wah-
ren) Parameters ist kompakt aussagekraftig. Ist es sehr schmal, ist die
u-Schatzung prazise und umgekehrt wird eine ungenaue Schatzung an
der groBen Breite des Konfidenzintervalls deutlich. Sowohl eine eventuelle
systematische Abweichung, auch bias genannt, als auch zuféllige Abwei-
chungen sind in [UG, OG] enthalten und mit einer Sicherheitswahrschein-
lichkeit © des Schéatzers versehen.

Haufig wahlt man die Sicherheitswahrscheinlichkeit © =95 % und da-
mit das Signifikanzniveau o =5%. Dies besagt, mit 95 % statistischer
Wahrscheinlichkeit ist die gegebene Aussage richtig. Das Signifikanzni-
veau 5 % ist keine fundamentale GréBe — es kann prinzipiell frei gewahlt
werden, aber es besitzt in vielen Wissenschaftsbereichen den Charakter
einer Konvention. D.h., man erkennt eine Aussage als ,signifikant® an,
wenn ihre statistische Irrtumswahrscheinlichkeit o =5 % nicht Uberschrei-
tet (,very significant* bezeichnet per Konvention eine Aussage zum Signi-
fikanzniveau a = 1 %).

Liegt ein Ergebnis in Parameterform vor, ist die Angabe eines Konfidenz-
intervalls, z.B. das 95%-ClI, die beste Weise, die Aussagekraft mit einer
Genauigkeitsangabe zu flankieren.

Das Prinzip der Signifikanzbeurteilung mittels Irrtumswahrscheinlich-
keit kann noch allgemeiner verwendet werden, um Aussagen mit einem
kompakten Indikator zu qualifizieren —auch Aussagen, die keine Cl-Angabe
erlauben. Dies soll im Folgenden erlautert werden.

4.5 Nullhypothesen und p-Wert

Um praktische Fragestellungen einer statistischen Beurteilung zu unter-
ziehen, wird zunachst eine Hypothese H, formuliert, die man zu bestati-
gen sucht. Eine fundamentale Einsicht aus der Erkenntnistheorie lautet,
dass man Aussagen meist nicht verifizieren, sondern nur falsifizieren kann
(Karl Popper). Dies wird durch die Formulierung einer Gegenthese, der
so genannten Nullhypothese H, realisiert. Die Nullhypothese sagt, dass
die Aussage (Alternative) nicht gelte und das empirische Resultat ein zu-
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falliges, stochastisches Ergebnis sei. Dann sucht man Evidenz gegen die
Nullhypothese, um die Alternative zu bestatigen.

Der Weg geht Gber den so genannten p-Wert: Man berechnet die stati-
stische Wahrscheinlichkeit, dass — bei zutreffender Nullhypothese H, — ein
Ergebnis mindestens so extrem wie das vorliegende eintritt. Ist dies hin-
reichend unwahrscheinlich, wird die Nullhypothese abgelehnt und die Al-
ternativhypothese als signifikant bezeichnet. Die Testschwelle ist natlrlich
das Signifikanzniveau «. Ist p > «, wird die Aussage als nicht signifikant
behandelt, da nicht sicher genug ist, dass die Stichprobe ein stochasti-
sches Ereignis bei Vorliegen von H, war.

4.6 Hypothesentest und Fehlerarten

Der grundsatzliche Ablauf beim statistischen Testen enthélt

e das Formulieren der Hypothesen,
e die Auswahl des statistischen Testverfahrens,

e das Festsetzen der Irrtumswahrscheinlichskeitsgrenzen und des Stich-
probenumfanges,

e das Ausfuhren des Tests und die Entscheidung.

Aufgrund der begrenzten Datenmenge kann man sich bei der Entschei-
dung Uber Annahme oder Ablehnung der statistischen Hypothese durch-
aus irren. Dabei sind zwei grundsatzliche Arten von Fehlentscheidungen
moglich:

Fehler 1. Art ist die unberechtigte Ablehnung der Nullhypothese. Die Null-
hypothese ist wahr (kein Effekt also), aber der Test zeigt die Ableh-
nung von H, an. Diese Irrtumswahrscheinlichkeit (Risiko 1. Art) ist

P(Fehler 1. Art) = a.

Fehler 2. Art ist die unberechtigte Annahme der Nullhypothese. Die Alter-
nativhypothese H 4 gilt, wird aber irrttimlich verworfen. Diese Irrtums-
wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art wird notiert als

P(Fehler 2. Art) = §3.
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Im Umfeld von Waren- oder Wirksamkeitstests, z.B. von Medikamenten,
spricht man beim Risiko 2. Art auch vom Produzentenrisiko als dem Ri-
siko der irrtimlichen Verwerfung eines wirksamen Stoffes (einer Therapie,
eines Verfahrens etc.). Das Konsumentenrisiko beschreibt umgekehrt
den Fehler 1. Art, ndmlich die Verfahrensakzeptanz und den Kauf (oder
die Anwendung) trotz eigentlicher Unwirksamkeit.

Test \ Realitat H, wahr (H 4 falsch) H 4 wahr (H, falsch)
H, angenommen P(Fehler 1. Art) (richtige Entscheidung)
H, abgelehnt o) 1-p

H, angenommen | (richtige Entscheidung) P(Fehler 2. Art)

H , abgelehnt l—« g

Tabelle 4.1: Mdgliche Entscheidungen beim statistischen Hypothesentest

Die vier sich ergebenden Mdglichkeiten werden in Tab. 4.1 sichtbar.
Nattrlich méchte man beide Fehlerarten klein halten, was (theoretisch)
durch eine geeignet groBe Stichprobe erreichbar ist. Verandert man das
Testverfahren, verhalten sich die beiden Fehlerarten antagonistisch: Eine
Verkleinerung von « hat eine VergroBerung von 3 zur Folge (und umge-
kehrt).

Als die Scharfe oder power = = 1 — 3 eines Tests wird die Wahr-
scheinlichkeit bezeichnet, mit der ein Test einen tatsachlich vorhandenen
Wirksamkeitsunterschied zu identifizieren vermag (also H, ablehnt). Die
Scharfe wird insbesondere durch das Testverfahren, die Stichprobenva-
rianz und die StichprobengrdBe beeinflusst. Insbesondere, wenn die Be-
schaffung der Stichproben mit erheblichem Aufwand verbunden (d.h. teu-
er) ist, wird meist das gewilinschte Signifikanzniveau und die Scharfe vor-
gegeben und die nétige StichprobengréBe in der Versuchsplanung mini-
miert (experimental design).

4.7 Ausgewabhlte statistische Tests

Statistische Tests werden je nach Grundannahmen in zwei Hauptklassen
eingeteilt:

e parametrische Tests unterstellen eine Datenverteilung, z.B. die Nor-
malverteilung eines Parameters p;



4.7 Ausgewahlte statistische Tests

65

¢ nichtparametrische Tests verzichten auf eine solche Annahme und
sind daher allgemeiner einsetzbar. Dies kann allerdings mit einer ver-
minderten Schérfe einhergehen.

Der einfachste parametrische Fall ist der Test auf Mittelwerte und Dif-
ferenzen von Mittelwerten unter der Annahme der Normalverteilung.

4.7.1 Mittelwert einer Stichprobe

Wie oben beschrieben, sorgt der zentrale Grenzwertsatz generell dafir,
dass sich bei sehr groBen Stichproben die Mittelwertschéatzung p (eines
Parameters) wie eine Normalverteilung verhalt. Die Breite der Verteilung
ist der bereits eingefiihrte Standardfehler > der durch die Standardab-
weichung von p und dem Umfang der Stichprobe N bestimmt ist (siehe
Gl. 4.25). Das Konfidenzintervall fir den tatsachlichen Mittelwert p ist sym-
metrisch um das algebraische Mittel = verteilt:

ZE_Q{\/’Q/2\/U—N < p < f—i_Q{\/’a/Q\/a—N' (438)

Dabei ist Q{\[aﬁ die Quantile der Standardnormalverteilung, die dem ge-
gebenen Signifikanzniveau « entspricht. ¢ ist die Standardabweichung der
Verteilung — sofern bekannt —, andernfalls wird die empirische Standard-
abweichung s verwendet.

4.7.2 Kleine Stichproben und die emphStudent-t-Verteilung

Sind die Stichproben nicht sehr groB, gibt es zusatzliche Ungenauigkeiten.
Zum einen ist die empirische Standardabweichung s ungenau, zum ande-
ren gilt der zentrale Grenzwertsatz nicht und die Verteilung der Mittelwer-
te kann nicht-normal werden. Das Problem wurde von William S. Gossett
(1876-1937) durch die Einfihrung der t-Verteilung geldst. Als Angestell-
ter der Brauerei Guiness in Dublin konnte er seine Entdeckung nur unter
Pseudonym veréffentlichen. Er wéahlte ,,Student” und noch heute wird sein
Test als Student’s-t-Test bezeichnet.

Flr groBe Stichproben sind o und s austauschbar, flr kleine nicht. Wo
sich die GroéBe (z— ) /(o /+/N) standardnormalverteilt verhalt, verhalt sich
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die GréBe (z — 11)/(s/v/N) einer anndhernd normalverteilten Zufallsvaria-
ble z nach der Student-t-Verteilung mit d.f. = (N — 1) Freiheitsgraden
(degrees of freedom) und Gl. 4.38 wird zu:

- TN O _
L= Qlfa/2 \/—N SpsT+ Ql,a/Q ﬁ (4.39)

Ebenso wie die glockenférmige Standardnormalverteiltung A ist die
t-Verteilung symmetrisch mit Mittelwert Null — aber mit etwas starkerer
Randverteilung. Mit zunehmenden Freiheitsgraden v néhert sie sich N/

an. Die t-Verteilungsfunktion V;T“ ist darstellbar als

L] _p)5-1 770 gt 2\ — 5t
vl = {y% / %dl} / (1 + x—) da (4.40)
0 xr?2 —00 v

(Press et al. 1988; Bulirsch 1965) und ist flr kleine, ganzzahlige v haufig
tabelliert, z.B. Zar (1996). Abb. 4.5 zeigt VtT" flr verschiedene v im Ver-
gleich zu VZN .

Tna O

Das Konfidenzintervall einer Parameterschatzung ist sehr eng mit dem
Signifikanztest fir Verdnderung des Parameters verknipft. Zum Beispiel
moéchte man anhand einer Stichprobe die MaBhaltigkeit bei einem Pro-
duktparameter (z.B. u) feststellen. GemaB Gl. 4.40 berechnet man dann
das Konfidenzintervall fir die gewilnschte StichprobengréBe. Liegt der
Sollwert nicht im Intervall, muss man die Nullhypothese verwerfen und ei-
ne Abweichung annehmen.

Will man ein Konfidenzintervall fir einen neuen Datenpunkt abschét-
zen, erweitern sich die Intervallgrenzen der Parameterschatzung

1
a-Cl der Datenschéatzung: T+ QZZB (1 +14/ N) o, (4.41)

indem zum Standardfehler der Parameterschatzung in Gl. 4.40 die Stan-
dardabweichung der Verteilung hinzugeflgt wird.

4.7.3 Ein- und zweiseitige Fragestellungen

Die Betrachtung im vorigen Beispiel ist mittensymmetrisch und ungerich-
tet, d.h. es liegt keine Information vor, in welche Richtung sich die Produk-
tion verandern kénnte. Man spricht dann auch von zweiseitiger Frage-
stellung (two-sided).



4.7 Ausgewahlte statistische Tests

67

0.95

0.9

0.85

0.8

0.75

0.7

0.65

0.6

0.55

0.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Abbildung 4.5: Verteilungsfunktionen der Student's-t-Statistik V7 (t; v). Weni-
ge Beobachtungen (v=df klein) kénnen zu erheblichen Schwankungen der Mit-
telwerte fUhren. Fir steigende Anzahl Freiheitsgrade v n&hert sich v7T rasch
der Standardnormalverteilung FN an. Negative t-Werte ergeben sich aus der

Punktsymmetrie zu (0,3). Kritische Quantilenpunkte sind als Schnittpunkte zur

gewdinschten Horizontale ablesbar, z.B. vgl. Q{]\é% ~ 1.96 vs. QOTQ(;’;‘*) ~ 2.78 far

a=5%.

Kann man von Anfang an z.B. eine VergréBerung (Verbesserung) des
Parameters annehmen, formuliet man die Nullhypothese als ,der Mittel-
wert ist nicht groBer als 1. Diese einseitige Fragestellung (one-sided)
bewirkt, dass nur eine Grenze berechnet wird und man das Irrtumsfla-

chenintegral auf eine Seite schlagt, hier z.B. OG = © + QZZ” i (beachte
a nicht /2, vgl. Gl. 4.39).

4.7.4 Vergleich zweier (un-)abhangiger Stichproben
anhand ihrer Mittelwerte: (unpaired/paired) t-Test

Liegen zwei unabhéngige Stichproben mit den Gr6Ben N; und N, vor,
mochte man beurteilen, ob sie von derselben Datenverteilung stammen
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(kbnnen). Auch hier kann man dies nicht positiv beweisen, sondern testet
wieder die Nullhypothese. Mittels dem unabhangigem (unpaired) t-Test
kann die signifikante Verschiedenheit der beiden Mittelwerte beurteilt wer-
den. Hierbei setzt man naherungsweise Varianzgleichheit und Normalver-
teilung voraus. Als Vergleichstatistik berechnet man die Differenz

(Nl — 1)5% + (NQ — 1)8%
N1+ Ny —2

T1 — X2 NNy
SD Ny + Ny

: 2

(4.42)

der beiden Mittelwerte 71, z, relativ zu der gemischten Varianz (pooled
variance) s7,, die aus dem gewichteten Mittel der empirischen Varianzen
s? s2 gebildet wird.

Das Konfidenzintervall ergibt sich wieder symmetrisch um die empiri-
sche Differenz, skaliert mit dem Standardfehler s.c. und der Perzentile der
t-Verteilung mit d.f. = v = Ny + N, — 2 Freiheitsgraden:

. 1 1
Cly = (Z1 —%2) £ (QZZ};NQ*QS.&) mit s.e. = sp A + A (4.43)

Stammen die beiden Stichproben (N; = N, = N) vom gleichen Tupel
von Testern, spricht man von abhangigen oder verbundenen Stichpro-
ben. Zum Beispiel wird die Wirksamkeit zweier Medikamente an der sel-
ben Patientengruppe erprobt oder umgekehrt, zwei Kandidaten werden
vom selben Prifungskomitee bewertet. Allein die Unterschiedlichkeit der
Patienten bzw. der Tester kann in solchen Fallen eine so hohe Stichpro-
benvarianz ergeben, dass die tatsachliche Differenz im Mittelwert bei der
Beurteilung als zu klein erscheint und zu einer irrtimlichen Gleichwertung
(also zum Fehler 2. Art) flhrt.

Liegt eine solche eindeutige Paarung der Stichprobenwerte x4;, z5; vor,
sollte daher der t-Test fur abhangige Stichproben (paired t-test) durch-
geflhrt werden. Dazu prift man die TestgréBe

N

d 1 . 1
t=—VN mit s =—— — d)? = — : :
VN mit sh =3 (di—d)* und d= & ;dz, (4.44)

i=1

die auf den Paardifferenzen d; = x,; — x5; der beiden Stichproben {xz;}
{.TQZ'} beruht.



4.8 Vergleich mehrerer Stichproben: ANOVA-Test

69

4.7.5 F-Test: Varianzgleichheit zweier Stichproben

Wie kann man mit einem statistischen Test Uberprifen, ob die Vorausset-
zung der Gleichheit der Varianzen o3, o3 erfillt ist? Man stellt die Nullhy-
pothese H, : 02 = o2 auf und beurteilt sie mit dem so genannten F-Test.
0O.B.d.A. wird angenommen, dass ¢ > o2 ist und der Quotient

F="1 (4.45)

N{—1,Ng—

als TestgrdBe gegen die a-Quantile der F-Verteilung Qia ' verglichen
wird (andernfalls wird 1 und 2 vertauscht). Die kumulative F-Verteilung
wird durch zwei Freiheitsgrade v, = N; — 1, v, = N, — 1 parametrisiert:

1 -1
VFne(F) = U t%_l(l—t)%_ldt} / TR 1. (4.46)
0 0

Die Wahrscheinlichkeit fir Werte mit // > 1 nimmt rasch ab. D.h. ein
groBer F-Wert macht die H, also immer unwahrscheinlicher; wie schnell,
hangt von den StichprobengréBen ab.

4.8 Vergleich mehrerer Stichproben: ANOVA-Test

Méchte man K Stichproben eines Parameters vergleichen, ist der paar-
weise t-Test nicht empfehlenswert. Er ist nicht nur mihsam (K(K — 1)/2
Vergleiche), sondern auch problematisch, da die Irrtumswahrscheinlichkeit
1. Art mit K steigt (eine obere Schranke ist a K (K — 1)/2). Um sicher zu
gehen, kann man die Einzeltests mit einer Adjustierung o/ = «/K durch-
fihren.

Besser jedoch ist eine integrierte Analyse der Mittelwerte aller Stich-
proben mittels der ANOVA-Methode:

Die Analyse der Varianz (engl: ANalyis Of VAriance, ANOVA) vergleicht
(trotz des Namens) die Mittelwerte mehrerer Gruppen (Stichproben) unter
Beriicksichtigung der Variabilitat innerhalb und zwischen den Gruppen.

Hier sei die einfaktorielle Varianzanalyse (One-way ANOVA) erlautert:

Sei z; das i-te Datum aus der k-ten Gruppe mit £ € {1,... K} und i €
{1,...,N}}, so lassen sich Gruppenmittelwert z,,. = 5" ax; der k-ten
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Gruppe und der Gesamtmittelwert 7. = 1 370%™ 2, mit Gesamtzahl
N = 3" N, bestimmen (die - Punktnotation im Index markiert hier die
Mittelung). Damit I1&sst sich die Gesamtvarianz, d.h. hier die Quadratsum-

me
K N

QSgesamt = Z Z(xkz - f-->2 == QSintr(z + QSinter (447)

k=1 i=1

zerlegen in die Intragruppen- und Intergruppenkomponente

K Ng K N

QSintra = Y > (thi = Z.)> und  QSipser = » > (T — 1.)°. (4.48)

k=1 i=1 k=1 i=1

Die Nullhypothese H, geht von der Gleichheit der zugrunde liegenden Da-
tenverteilungen, d.h. p; = us = ... = ug, aus und fahrt zur Testfrage: Ist
die Intergruppenvariabilitat vergleichbar zur Intragruppenvariabilitat — oder
gréBer? Aus dieser Uberlegung wird die TestgroBe

_ QSinter/<K - 1)
QSintra/(N - K)

abgeleitet. Anhand der V-Verteilung mit K —1 und N — K Freiheitsgraden
kann man den p-Wert ablesen (Gl. 4.46). Die Nullhypothese H, wird dann
abgelehnt, wenn die a-Quantile der F-Verteilung Uberschritten wird, also
bei [ > Q< VX,

F (4.49)

Mit der zwei- oder mehrfaktoriellen Varianzanalyse (two-way ANOVA)
kann man Daten analysieren, die nach zwei oder mehr (kategorialen) Pa-
rametern klassifiziert sind, siehe z.B. Zar (1996).

4.9 *-Verteilung und Goodness-of-fit-Test

v

Die x*-Statistik betrachtet die Quadratsumme x> = ., 2? von v stan-

dardnormalverteilten Zufallsvariablen z; = N'(0, 1). Die x2-Verteilungsfunktion

) o =1 x2%/2
VX (%) = [ / emt”/Qlda:} / O e (4.50)
0 0

ist in Abb. 4.6 dargestellt. Unter der Annahme dieser Ausgangssituation
gibt sie die Wahrscheinlichkeit an, dass hochstens der beobachtete x2-Wert
eintritt.
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Abbildung 4.6: Die Verteilungsfunktion der x2-Statistik (Gl.4.50). Mit steigen-
der Zahl von Freiheitsgraden v (=df) verschiebt sich die Verteilung zu gréBeren
Werten, i.e. E{x?} = v und var{x?} = v2v .

Die y2-Statistik wird u.a. zur Bewertung von Modellanpassungen ein-
gesetzt (goodness-of-fit-Test). Hierbei wir die Quadratsumme

X2 = Z (‘”ia )2 (4.51)

— T
i=1 (@)

der z-transformierten Residuen gebildet (d.h. die Differenzen zwischen be-
obachteten z; und erwarteten Werten z; geteilt durch die jeweilige Stan-
dardabweichung o(;, vgl. Gl.4.35). Die Nullhypothese besagt, dass die
beobachteten Werte allein aufgrund zufélliger Schwankungen von der kor-
rekten Erwartung abweichen. Der Zusammenhang zwischen Signifikan-
zen o oder p-Werten und einer empirischen y2-Messung stellt dann GI. 4.50
her.
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4.10 Kolmogorov-Smirnov Test fur
zwei Verteilungsfunktionen

Der Kolmogorov-Smirnov-Test macht — im Gegensatz zu den bisherigen
Tests — keine Annahmen Uber Datenverteilungen, sondern vergleicht di-
rekt zwei Verteilungsfunktionen: entweder (i) mit einer empirischen Vy ()
und einer bekannten Verteilungsfunktion V¢ (z) oder (ii) mit zwei empiri-
schen Verteilungsfunktionen Vy (z), Vi, (). Damit eignet er sich auch fir
ordinal-skalierte Daten. Der Test ist konzeptionell sehr einfach, man sucht
den gréBtmadglichen vertikalen Abstand D zwischen den beiden kumulati-
ven Verteilungskurven:

(i) D= max |V (z) — VP (g)] (4.52)
oder
(i): D= max Vx, () = Vi, (2)]. (4.53)

Die Nullhypothese H, besagt, dass beide Verteilungen gleich sind, also D
klein sein sollte. Je gréBer D < [0, 1], desto unwahrscheinlicher ist H,. Die
K S(\)-Statistik beschreibt den p-Wert in Abhangigkeit von D:

P(D'> D)= KS(\) = zi(—nj—le—%i (4.54)

J

wobei je nach Fall

(): A=/ NN 1+N12v D bzw. (i): A=+VND (4.55)

gilt.

Die bisher beschriebenen Tests sind fir allgemeine, kontinuierliche Grund-

gesamtheiten geeignet. Nun sollten Tests im Vordergrund stehen, die Hau-
figkeitsverteilungen von dichotomen und kategorialen Daten vergleichen.
Hierbei treten ganzzahlige Werte, absolute H&ufigkeiten und Verhéltnis-
se von solchen auf. Sie lassen sich bei groBen Stichproben wieder durch
die Normalverteilung approximieren — kleine Stichproben bedlrfen aber
einer besonderen Betrachtung. Fur die Analyse einer dichtomen Variablen
ist das Bernoulli-Experiment fundamental. M6chte man die Korreliertheit
von kategorialen Variablen untersuchen, fahrt dies Uber die Analyse von
Kontingenztabellen, insbesondere mit dem y2-Test.
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Binomialverteilung und Zahlverhaltnisse

Als Bernoulli-Experiment bezeichnet man ein Zufallsexperiment, das N-mal
wiederholt wird und bei dem jeweils das Ereignis (A) mit der unverander-
ten Wahrscheinlichkeit 7 eintreten kann. Damit ist die Wahrscheinlichkeit
for (—A) konstant 1 — = und alle Einzelergebnisse sind unabhangig. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einem solchen Bernoulli-Experiment in
m von N Realisationen das Ereignis (A) eintritt, ist durch die Binomial-
Verteilung gegeben

prn(m) = ( g ) (1 — )N = m!(NLim)!Wﬁl(l ~mNm (4.56)

Daran lassen sich die statistischen Schwankungen der relativen Hau-
figkeit p, also dem beobachteten Zahlenverhaltnis p = m/N (eng.: pro-
portion, s.a. Gl. 4.2) in einer gegebenen Stichprobe mit V Objekten erken-
nen. Der Erwartungswert der relativen Haufigkeit p, die Varianz und der
Standardfehler sind

E{p} = =« (4.57)
o> = Nr(l—n) (4.58)

se.(p) = /m(1—m)/N. (4.59)

Die Berechnung von Konfidenzintervallen wird schwierig, sobald mit = # 0.5
die Verteilung unsymmetrisch ist. In Abs. 9.5 wird eine numerische Monte-
Carlo-Schatzmethode vorgestellt. Die p-Wert-Signifikanzbestimmung ist
wiederum einfach und erfolgt durch Summieren der (im zweiseitigen Fall)
doppelten Wahrscheinlichkeiten der mindestens so extremen m-Werte,
d.h.0...mfirm < 7N, ansonsten m ... M.

Fir wachsendes N wird es einfacher, denn dann wird die Binomialver-
teilung sehr gut durch die Normalverteilung approximiert. Gute Ergebnisse
sind erwartbar, wenn als Faustregel beide erwarteten Haufigkeiten von (A)
und (—A) mindestens 5 sind, i.e. N®# > 5 A N(1 — 7) > 5. Die Vergleichs-
statistik fur ein Verhaltnis p gegen das einer bekannten Verteilung = ist die
Standardnormalverteilung mit z = (p — ) /s.e.(p). Da m aber nur ganzzah-
lig werden kann, ist die Verteilungsfunktion treppenférmig. Hier empfiehlt
sich die Kontinuitatskorrektur nach Yates

L7l -5y

m(l—m)%

, (4.60)



74

Statistische Grundlagen

bevor z im nachsten Schritt mit der Standardnormalverteilung verglichen
wird (, Yates-Korrektur®).

Zwei empirische Verhaltnisse py, p, lassen sich mit

|ﬂ1_ﬂ2|_ﬁ_ﬁ . mi + Mo

z = mit p=

VPO =D + %) Mt A
auf gleiche relative Haufigkeit testen (d.h. 7 = m, = 7), indem die relative
Gesamthaufigkeit p beider Stichproben eingesetzt wird.

(4.61)

4.12 Analyse von Kontingenztabellen und
Assoziation zweier Variablen

Die Beurteilung von Assoziationen ist vom Datentyp (Skalierung) der Merk-
male abh&ngig. Fir kategoriale Variablen eignet sich der x?-Test.

4.12.1 Der y>-Test fiir Kontingenztabellen

Bei Vorliegen eines multivariaten, kategorialen Datensatzes tritt die Frage
auf, ob es eine feststellbare Korreliertheit oder Assoziation von Variablen-
paaren gibt und wie ist die Sicherheit oder Unsicherheit dieser Aussage
zu bewerten ist.

Normal | Hyper- | > | X=1] X=2 | X=3 | ... |
tonie Y=1 || Ny | Nia | Nis | ... || Ny
m 250 455 705 Y=2 Nop Noo Nog | ... Ns.
w 80 215 295
> | 330 | 670 | 1000 [ Nai | No | Nsg|..]] N

Tabelle 4.2: Beispiele einer Kontingenztabelle fiir zwei kategoriale Variablen: (a,
links) konkretes Zahlenbeispiel mit der Merkmalskombination Geschlecht x Hy-
pertonie und (b, rechts) Darstellung der Notation. Eingetragen werden die abso-
luten Haufigkeiten der Merkmalskombinationen, sowie die Marginalsummen, i.e.
die jeweiligen Spaltensummen N.;, Zeilensummen N;. und Gesamtzahl N = N.

Zum Beispiel ist im Kontext einer herzchirurgischen Operationen von
Interesse, ob bestimmte Erkrankungen bei Mannern und Frauen gleich
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haufig auftreten oder ob es signifikante Unterschiede gibt. Hierzu werden
die Daten in eine so genannte Kontingenztabelle eingetragen. Wie in Ta-
belle 4.2 dargestellt, definieren die Auspragungen j der einen Variable X
die Spalten und die : der anderen Y die Zeilen. Alle Auftretenskombinatio-
nen werden gezahlt und die Anzahl V;; in die Zellen ¢j notiert. Am Rand
werden die marginalen Haufigkeiten durch Summieren in den Spalten N
bzw. in den Zeilen N;. ermittelt. Sie missen sich beide zur Gesamtzahl der
Falle N addieren:

Vj Vi Vi Vi

Die Nullhypothese H, besagt standardmafBig, dass die beiden Varia-
blen z und y keine Assoziation haben. In diesem Falle sollten die Wahr-
scheinlichkeiten der xz-Werte von den y-Werten unabhangig sein. Damit
ergeben sich die erwarteten Haufigkeiten n;; (in den Zellen ij) allein aus
dem Produkt der beiden (empirischen, relativen) marginalen Haufigkeiten
(N;./N und N,;/N), die aus den Randsummen der Kontingenztabelle be-
stimmt werden:

ng =N =% =% = : (4.63)

Die erwarteten Haufigkeiten n,; werden mit den beobachteten Haufig-
keiten IV;; verglichen und zusammengefasst durch

=Y M (4.64)

n< .
Vi, j ”

Ein Wert x? ~ 0 ist perfekt, kommt aber wegen Zufallsschwankung und der
(.A.) Nichtganzzahligkeit der n,;; kaum vor. Wieviel Abweichung erwartet
werden kann, wird durch einen Vergleichstest mit der 2-Statistik ermittelt.
Ubersteigt Vx*(y?) =1 —p > 0 = 1 — o, ist die Assoziation als signifikant
zu bezeichnen (Gl. 4.50 und Abb. 4.6, S.71).

Die Zahl der sogennannten Freiheitsgrade v (engl. degrees of free-
dom, d.f) ist hier nicht gleich der Anzahl der Zellen, da die Terme Uber
die Marginalsummen gekoppelt sind (es sei denn, die n;; wurden ander-
weitig bestimmt). Die korrekte Zahl der Freiheitsgrade ist kleiner, i.e. v =
(I —1)(J — 1), wobei I, J die Anzahl von Spalten bzw. Zeilen der Kon-
tingenztabelle bezeichnet. Merkmalsauspragungen, die in der Datensatz-
auswahl nicht vorkommen (d.h. N; = 0 oder N;. = 0), missen vor der
Berechnung aus der Tabelle durch Zeilen- oder Spaltenstreichung entfernt
werden.
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Die Einzelterme von Gl. 4.64 sind nicht unbedingt standardnormalver-
teilt. Die Naherung wird gut, wenn es gentigend viele Terme gibt oder
alle Zellen zahlreich besetzt sind. Eine prazisere Schatzung wurde von
Cochran (1954) generell empfohlen, wenn die Gesamtzahl mit N < 20
sehr gering oder 20 < N < 40 und n;; < 5 ist. FUr einen Vergleich zweier
dichotomer Variablen, der eine 2 x 2-Tabelle ergibt, empfiehlt sich dann der
exakte Fischer-Test. In diesen Zahlenbereichen kann die Wahrscheinlich-
keit einer Tabellenkonstellation exakt und mit vertretbarem Aufwand be-
rechnet werden:

el flg!hl
P= o a (4.69)
| X=0 | X=1 |
Y=0 a b e _ n(ad—bc)? .
Y=1 c d f X2 - efgh v=1 df
g [ h fin

Tabelle 4.3: Verallgemeinerte Notation fiir eine 2 x 2 Kontingenztabelle fir zwei
dichotome Variablen. (Rechts:) Dabei vereinfacht sich Gl. 4.64.

Durch simultanes Inkrementieren von a, c und Dekrementieren von b, d
(und umgekehrt) kénnen alle moéglichen (a, b, ¢, d)-Konstellationen mit ge-
gebener gewlnschter Randverteilung (e, f, g, h, n) erzeugt werden. Addiert
man die Wahrscheinlichkeiten dieser und noch extremerer Konstellatio-
nen, ergibt sich das Signifikanzniveau der Alternativhypothese.

TabellenassoziationsmaBe

Der y2-Wert ist abhangig von der StichprobengroBe N, was ihn als direk-
ten Assoziationsindikator ungeeignet macht. Gewlinscht wird ein komfor-
tabler Gesamtindikator im Intervall [0,1], der das Ausmaf der Assoziation
direkt beschreibt. Von vielen Méglichkeiten sind zwei Varianten verbreitet:
Cramers V

_ X
V= \/Nmin([ —1,J—-1) € 0.1, (4.66)
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das flr I = J = 2 auch als phi-Statistik bezeichnet wird, und der Kontin-

genzkoeffizient C
C = X € [0,1 4.67
B X2 N [ ’ [7 ( ' )

dessen oberes Limit leider von I und J abhangt. Beide Indikatoren lassen
Wiinsche offen, da mittlere Werte keine nltzliche Interpretation zulassen,
die Uber einen GroBer-kleiner-Vergleich weit hinausgeht.

Begriffe: relative risk und odds ratio

Insbesondere im medizinischen Umfeld werden vielfach die Begriffe re-
lative risk (RR) und odds ratio (OR) verwandt. Das relative Risiko RR,
zum Beispiel einer Krankheit in Abhangigheit zu einem Merkmal (Eigen-
schaft, Substanzexposition oder Therapie etc.), ist der Quotient der Krank-
heitshaufigkeit unter den Merkmalstragern relativ zu den Nichtmerkmals-
tragern. Mit der Notation von Tab. 4.3 ergibt sich das

PY=1X=1) d/h dg

relative Risiko RR = PO =IX=0) cjg _ch’ (4.68)

wenn X hier das Merkmal und Y die Krankheit codiert.

Ahnlich ist das Quotenverhiltnis (engl. odds ratio, OR) definiert:
Statt der Haufigkeit werden die beiden Verhéltnisse krank-gesund (Quo-
ten) in Relation gesetzt, also

P(Y=1|X=1) d/b p
: _ PY=0|X=1) _ _a
odds ratio  OR = —55—x=g) = oo be (4.69)
P(Y=0]X=0)

Der Vorteil des Quotenverhaltnisses liegt in der Symmetrie der Spalten
und Zeilen, wodurch etwaige Mehrdeutigkeiten der BezugsgrdoBe (Rand-
summen von X oder Y?) entfallen — Mehrdeutigkeiten, die bei RR entste-
hen kénnen. LA, gilt 0 < RR < OR, flr seltene Ereignisse (kleine Risiken
mit a/c << 1) ndhern OR ~ RR sich an.

Die Berechnung von Konfidenzintervallen ist schwierig. Eine Naherung
wurde von Miettinen und Nurminen (1985) als Basis des y-Wertes vor-
geschlagen: die 95%-Cl-Schranken werden zu OR'*9/x (bzw. RR'*96/x)
abgeschatzt. Auf einer logarithmischen Skala ist die Verbreiterung sym-
metrisch und invers zu x (nicht x?). Andere a-Niveaus ergeben sich durch
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Ersetzen von 1.96 durch die entsprechende Standardnormalverteilungs-
quantile Q{\[Q/Q.

Tabelle 4.4 komplettiert das 2 x2-Kontingenztabellenbeispiel aus Tab. 4.2a

mit den daraus ableitbaren BeschreibungsgroBen.

| Normal | Hypertonie |

M || 250 (232.7) | 455 (472.4) || 705
W | 80(97.4) | 215 (197.6) | 295

[ 33 | 670 | 1000

Y2 =6.546 = p = 0.011

Tabelle 4.4: Beispiel Kontingenztabelle Tab. 4.2a Geschlecht x Hypertonie mit
Angabe der erwartbaren Haufigkeiten (n;;) in Klammer. Daraus ergibt sich y? =
6.546. Mit v = 1 entspricht dies einem p = 0.011, d.h. die Abweichung wird
als signifikant betrachtet. Das Quotenverhaltnis OR=1.477 (odds ratio) mit dem
Konfidenzintervall CI-95% [1.094, 1.992] und dem relative Risiko RR=1.128.
Cramers-V ist 0.081, und C'=0.081.

Verbundene Daten (paired data): Ganz analog zum t-Test muss be-
achtet werden, dass eine Statistikanpassung erfolgen muss, wenn eine
Datenpaarung vorliegt. Zum Beispiel: Das Vorliegen von Beschwerden
wird fUr alle Untersuchungsteilnehmer zu zwei Zeitpunkten, vor und nach
einer bestimmten Behandlung untersucht. Die Ergebnisanalyse mit dem
zu verwendenden McNemar-y2-Test fokussiert sich auf die Zahl der dis-
kordanten Paare, d.h. die Datenpaare, die eine Beschwerdenanderung
verzeichne. Sei hier k die Zahl der Verbesserungen und [ die Zahl der Ver-
schlechterungen, dann berechnet sich der angepasste McNemar-y?-Test
mity =1

(k —1)? l

ORpaired = E (470)

2
Xpaired = ﬁ?
McNemar’s-Test gilt als valide, wenn die Gesamtzahl der diskordanten
Paare k + [ > 10 ist.

Was ist zu tun, wenn die Beziehung zwischen drei oder mehr Varia-
blen untersucht werden soll? Eine Méglichkeit ist 2 x2-Kontingenztabellen
x2-Tests in disjunkten Merkmalsuntergruppen zu berechnen und mit der
Mantel-Haenszel-Testvariante zusammenzufihren. Die meist bessere Al-
ternative ist die multivariate (logistische) Regression, sie wird in Abs.5.7.2
erlautert.
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4.12.2 Nichtparametrische Tests

Nichtparametrisch oder parameterfrei heiBBen alle statistischen Tests, die
nicht an die Voraussetzung einer bestimmten Verteilung mit entsprechen-
den Parametern gebunden sind. Sie sind also immer dann von Bedeutung,
wenn z.B. die Normalverteilung der Daten nicht angenommen werden
kann. Einen solcher Test, der Kolmogorov-Smirnov-Test wurde in Abs. 4.10
bereits erlautert. Weitere wichtige Tests sollen hier kurz beschrieben wer-
den: der Mann-Whitney-U-Test, Kendall’s 7-Test, Spearman’s Rangkorre-
lationstest und der Wilcoxon-Test.

Rangzahlen und Bindungen

Die meisten nichtparametrischen Verfahren bauen auf dem Konzept der
Rangzahlen auf. Dies setzt voraus, dass eine Ordnungsrelation auf den
Daten definiert ist, d.h. mindestens eine Ordinalskalierung vorliegt. Lie-
gen kontinuierliche Daten vor, bedeutet dies einen Informationsverlust, der
aber verbunden ist mit einem Gewinn an Robustheit gegen Outliers.

Zuné&chst werden die N Werte einer Stichprobe {z;} aufsteigend sor-
tiert und es wird die Rangzahl rank(z;) als natirliche Zahl 1,2, ..., N ge-
man der resultierenden Position vergeben.

Eine Bindung der Lange [ nennt man das [/-fache Auftreten eines Wer-
tes. Alle Rangzahlen einer jeden Bindung werden im letzten Schritt durch
ihren jeweiligen Positionsmittelwert ersetzt. Diese so genannten midranks
kdnnen also halb- oder ganzzahlig sein. Die Summe aller Rangzahlen
bleibt dabei unverandert N(N — 1)/2. Im folgenden Beispiel

X

2 4 6 7 4 7 1 8 7
Rangzahl; |2 35 5 8 35 8 1 9 8

liegen zwei Bindungen mit Lange [ = 2 (4,4) und [ = 3 (7,7,7) vor, wie man
an der sortierten Reihe {1,2,4,4,6,7,7,7, 8} unmittelbar erkennen kann.

Der Mann-Whitney-U-Test

Ahnlich dem Student’s t und dem Kolmogorov-Smirnov-Test ist der Mann-
Whitney-U-Test flir den Vergleich zweier unabhangiger Stichproben an-
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wendbar. Er braucht aber keine Verteilungsannahmen und zeigt meist eine
héhere Scharfe (power) als der Kolmogorov-Smirnov Test.

Die Nullhypothese H, besagt, dass die Stichproben N; und N, von
derselben Verteilung stammen. Zunachst werden Rangzahlen fir die ge-
meinsame Datenstichprobe vergeben, dann wird die Rangsumme R; flr
die erste Stichprobe ermittelt. Wie wahrscheinlich ist es nun, dass H, zu-
trifft und R; zuféllig ist? Im Gedankenexperiment und in einer Monte-Carlo-
Simulation kdnnen nun die Daten-Stichproben-Zuordnungen zufallig ver-
tauscht werden. Wiederholt man dies (etwa 1000—-10000 mal) und zeich-
net die aggregierten Verteilung R auf, ist der p-Wert ablesbar an der Per-
zentile von Ry in Vg .

Ein anderer Weg ist die U-Statistik: Die Stichproben N; und N, wer-
den aufsteigend geordnet. O.B.d.A., sei |N,| <= |N,|, so werden fir jedes
Element von N; die Anzahl Elemente von N, aufsummiert, die links davon
in der Liste stehen. Flr groBe Stichproben ist die Summe U hinreichend
normalverteilt mit dem Erwartungwert und der Varianz

NN NiNy(Ny+ Ny +1)

— . 4.71
Var{U} = (4.71)
Fir kleine Stichproben gibt es Vergleichstabellen fir den kleineren Ran-
dabstand U’ = min(U, Ny No—U") im Intervall mdglicher Werte U € [0, N1 Ns]
(Mann und Whitney 1947).

E{U} =

4.12.3 Nichtparametrische Tests fir abhangige Stichpro-
ben

Fir verbundene, abhangige Stichproben ist neben dem McNemar-Test der
Vorzeichentest (sign test) konzeptionell sehr einfach. Die Datenpaarun-
gen werden nach Verbesserung ,+“, Verschlechterung ,-“ und Unverandert
.= eingestuft (was einer Ordinalskalierung bedarf). Die ,="-Gruppe wird
ausgeschlossen und ein Bernoulli-Experiment mit einer 50% Eintrittswahr-
scheinlichkeit fur ,+“ (versus ,-“) angenommen und getestet, s. Abs. 4.11.

Der Wilcoxon-Test (Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks-Test)

Der Wilcoxon-Test ist scharfer und anspruchsvoller. Er berlicksichtigt die
Gr6Be der Paardifferenzen d; = =; — y; der verbundenen Beobachtungen
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x;,y; und erfordert daftir ein kontinuierliches Skalenniveau. Nachdem alle
d; = 0 ausgeschlossen sind, werden flr die verbleibenden N’ Absolutbe-
trage {|d;|} die Randzahlen bestimmt. Nun bildet man zwei Summen, 7',
fir die Rangsumme aller urspriinglich positiven Differenzen {d;|d; > 0}
und T far {d;|d; < 0}. Sind z und y unabhangig, sollten auch die Dif-
ferenzen in beide Richtungen ,bunt® gemischt sein, also 7', ~ T_. Da
die Summe konstant ist (7y + T_IN'(N’ + 1)), wahlt man ein T, z.B.
T = min(7T,,T-). Bei Giltigkeit der Nullhypothese verhalt sich 7" bei groBer
Stichprobe (N’ > 100) normalverteilt mit Erwartungswert und Varianz:

N'(N'"+1)(2N"+1)
24 '

E{T} = iN’(N’ +1) war{T} = (4.72)

Fir kleine Stichproben gibt es Tabellen fir 7', s. z. B. Zar (1996).

4.13 Weitere Assoziationsmafle
far zwei Verteilungen

Im letzten Abschnitt wurde der y2-Test erlautert, der die Signifikanz ei-
ner allgemeinen Assoziation zwischen zwei Variablen beurteilen kann. Der
Kontingenzkoeffizient und Cramer’s V waren zwei abgeleitete MaBe, um
die Starke dieser Gekoppeltheit auszudriicken. Leider geben diese Zah-
len nur relative, aber kaum absolute Interpretationsmdglichkeiten.

Im folgenden wird (i) ein informationstheoretischer, entropie-basierter
Ansatz vorgestellt, der nichts Uber die Signifikanz der Assoziation aus-
sagt, dafiir aber deren Starke elegant quantifiziert. Ferner (ii) der lineare
Pearson’s Korrelationskoeffizient und (iii) Spearman’s Rangkorrelationsko-
effizient, ein nichtparametrisches MaB.

4.13.1 Entropie-basierte AssoziationsmaBe

Betrachten wir das Spiel ,Heiteres Beruferaten®, in dem eine Sequenz von
Fragen gestellt wird, um die gesuchte richtige Antwort aus sehr vielen
mdglichen Antworten herauszufinden. Das Ziel, mdglichst wenige Fragen
stellen zu miassen, wird erreicht, indem man geschickte Fragen stellt. Hier
verallgemeinert man die urspriingliche Spielregel mit ihrer Einschréankung
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auf dichotome Ja-Nein-Fragen und erlaubt kategoriale 1-aus-I Fragen. In-
formationstrachtig sind die Fragen, die mdglichst viele andere Mdglichkei-
ten ausschlieBen. Claude Shannon schlug (1948) ein Informationsmaf
vor, das eine Frage mit I Alternativen und deren a-priori-Wahrscheinlichkeiten
p; quantitativ bewertet

I
H=-> pilog,p:. (4.73)
=1

Es besitzt wichtige Eigenschaften:

e H ist additiv, so dass einer Frage, die alle Mdéglichkeiten bis auf
1/6 ausraumt, gleich viel Informationsgehalt zugeschrieben bekommt
wie ein Fragenpaar, das zuerst 1/2 und dann 1/3 der Moglichkeiten
ausraumt;

e der Wert von H liegt zwischen 0 und log, I und hat sein Maximum,
wenn alle Wertalternativen gleich wahrscheinlich sind p; = 1/1. Das
Minimum H = 0 beschreibt eine ,wertlose” Frage, d.h., eine mit si-
cherem Ausgang p;» = 1, deren andere ,Alternativen” nicht auftreten
(beachte lim,_,o plogp = 0);

e Die MaBeinheit von H ist das bit, wenn man den Logarithmus dualis
logs zur Basis 2 verwendet.

H wird haufig auch die Entropie einer Verteilung genannt, ein Begriff, der
aus der statistischen Physik entlehnt wurde. Er erinnert daran, dass Entro-
piemaximierung mit Gleichverteilung der Eintrittswahrscheinlichkeiten ein-
hergeht.

Die Assoziationsanalyse zweier kategorialer Variablen x und y prift
nun den Informationsgehalt der konkreten Antworten der Einzelfragen ver-
sus der kombinierten Antwort (z,y). Die Notation der Kontingenztabelle
(Gl. 4.62, Abschnitt4.12.1) wird ergénzt durch die empirisch relativen Hau-
figkeiten

pi; = N
N;. .

pi. = Wz (I Antworten der Frage nach z allein) (4.74)
N.; .

p; = W] (J Antworten der Frage nach y allein).
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Der Informationsgehalt der isolierten Fragen nach = und y ist damit

1
—> pilog,pi. , (4.75)
- J
- Z p.jlogy p
j=1
und die der Kombinationsfrage
—> " pijlog, pi; (4.76)

Nun, was ist der Informationsgehalt der Frage nach y, wenn wir das Er-
gebnis der Frage z bereits kennen? Diese bedingte Entropie ist der mit p;.
gewichtete Erwartungswert der Entropieberechnungen in den jeweiligen
Spalten i der Kontingenztabelle:

H(ylz) = sz Z il *log, - Py me log, =~ Py (4.77)

Entsprechend ist die Entropie von = gegeben y:

H(zly) = ijzp”lggp” Zp1]1og2p7- (4.78)

'.7

Spielt y die Rolle der Zielvariablen, so wird H (y|z) auch die Vorwartsen-
tropie und H(z|y) auch die Ruckwartsentropie genannt (Pyle 1999). Mit
Hilfe der Relation log, z < z—1 kann man leicht zeigen, dass der Informati-
onsgehalt der Frage nach y durch Vorwissen von x hOchstens geschmalert
werden kann, i.e.:0 < H(y|z) < H(y). Genau damit |asst sich ein MaB des
Informationsgewinns (information gain)

1Gy(z) = H(y) — H(y|x) (4.79)

durch = auf dem Weg der Beantwortung der Frage nach y definieren. Es
findet sowohl zur Attributcharakterisierung als auch zur Attributselektion
Anwendung (s. Abs. 5.6.1). Die normierte Fassung wird gelegentlich auch
Unsicherheitskoeffizient (uncertainty coefficient)

H(y) — H(y|z)

Ulylz) = € [0,1] (4.80)
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oder normierte Vorwartsentropie normalized forward entropy genannt
und beschreibt die ,Determiniertheit” y von x prazise durch die relative
Entropieschmalerung von H (y) durch Vorwissen um z. Der Wert U(y|z) =
0 bedeutet, = und y sind véllig unkorreliert und z stellt keinen Informations-
gewinn flir y dar. U(y|x) = 1 besagt, x determiniert y vollstdndig (wobei
H(y|z) = 0).

Natdrlich kann auch die Umkehrung betrachtet werden:

H(x) - H(xly)
H(x)

Ulxly) = € [0,1]. (4.81)

Der Umstand, dass die Assoziationskennzahl U von x und y nicht invari-
ant gegen Variablentausch ist, mag zunachst irritieren: U(x|y) # U(y|x).
Betrachten wir zum Beispiel eine kontinuierliche Zufallsvariable z, die je
zweimal aufgezeichnet wird: = notiert sie ganzzahlig abgerundet und y
halbzahlig abgerundet. WeiB man y, ist = vollstandig bestimmt: U(x|y) = 1.
Hingegen ist U(y|xz) kleiner, da ein bekannter z-Wert hier zu je zwei még-
lichen Halbzahlen y assoziiert ist.

Winscht man dennoch eine symmetrische Assoziationskennzahl Uz, y),
ist das entropiegewichtete Mittel die geeignete Kombination:

_ H@)U(z|ly) + Hy)U(ylz)  MI(z,y)
Vi) = Ho T ) CH@+Hy) )
MI(x,y) = H(z)+ H(y)— H(x,y) . (4.83)

U(xz,y) € [0,1] kann auch als die normierte Form der wechselseitigen
Information M [(z,y) (mutual information) der Verteilung = und y betrach-
tet werden. Auch hier wird das Minimum 0 bei perfekter Unabh&ngigkeit
erreicht und das Maximum U(z,y) = 1, wenn = und y sich wechselseitig
vollstandig festlegen (wobei dann H(x) = H(y) = H(x,y) = MI(z,y)).
Eine Anwendung der Assoziationskennzahlen findet sich in Abs. 9.6.

4.13.2 Lineare Korrelation

Ein wichtiges AssoziationsmaB fir Paare von kontinuierlichen (oder ordi-
nalen) Variablen ist der lineare Korrelationskoeffizient, oder Pearson’s r.
Er basiert auf dem Konzept der Konstruktion eines linearen Modells (sie-
he lineare Regression in Abs. 5.7.1) und wird durch die Mittelwerte z, y wie
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folgt berechnet:
R SN R (7

Vi@ — 1)/ 3w — )
Der Maximalwert » = 1 wird fUr vollstandige, ,positive Korrelation“ erreicht,
indem alle Punkte exakt auf einer ansteigenden Geraden y(x) liegen. Lie-
gen alle Punkte entlang einer fallenden Geraden (mit negativer Steigung),
sind x und y ,negativ korreliert* und » = —1. Je dichter die Punkte an der
Regressionsgeraden liegen, umso néher liegt |r| bei 1. Ein r ~ 0 bedeutet,
dass keine lineare Korrelation vorliegt. Flr zwei unkorrelierte, unabhangi-
ge (ungefahr standardnormale) Verteilungen sind die zuféllig erwartbaren
r-Werte stark von der StichprobengrdBe abhangig. Ein Signifikanztest fur
die Ablehnung der Nullhypothese ist mit der Student’s-t-Statistik

N —

1—1r2

e [-1,1]. (4.84)

mitdf. =v =N — 2. (4.85)

t=r

maoglich (Abs. 4.7.4).

4.13.3 Nichtparametrische KorrelationsmaBe

Sind x und y perfekt nichtlinear korreliert, z.B. y = 22, wird Pearson’s r
irrtbmlicherweise Assoziationsdefizite anzeigen. Ferner ist r stéranféllig
fur AusreiBer, da die Differenzterme in Gl. 4.84 quadratisch gewichtet sind.

Spearman schlug eine nichtparametrische Variante vor, die allein auf
Rangzahlen der originalen Werte beruht. Zunachst werden sie getrennt
fir z und y — als R; = rank(x;) und S; = rank(y;) — bestimmt (midranks,
siehe Abs. 4.12.2). Ein streng monotoner Zusammenhang wird sich nun in
der perfekten Korrelation der Rédnge widerspiegeln. Die Berechnung von
Pearson’s r (vgl. Gl. 4.84) ergibt den so genannten Spearman’s Rangkor-
relationskoeffizient

_ 2l — R)(S; —5)

\/ZZ(RZ - R)Q\/Zi(si - 5)2
Als Signifikanztest fir r, wird der Student’s-t-Test analog zu Gl. 4.85 ver-
wendet.

e [-1,1]. (4.86)

s

Nimmt man die Quadratsumme der Rangdifferenzen

D=) (Ri-S), (4.87)
=0
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stellt sich ein exakter Zusammenhang von D zu Spearman’s-r, heraus:

re =k (1 . %) . (4.88)

ko und k; dienen als Korrekturterme, wobei £y, = 0, k; = 1, wenn keine Bin-
dungen vorliegen. Andernfalls verandert dies das erwartbare D und die
Korrekturterme berechnen sich aus den Bindungshaufigkeiten. Die k-te
x-Gruppe enthalte f, gleiche z-Werte (mit gleichem midrank), die m-te
Gruppe enthalte g, gleiche y-Werte. Dann verandern sich die beiden Kor-
rekturterme zu

o = 53U+ 5 60 o) (4.89)
_ SR =T e — )]
R R e I e

Ein alternativer direkter Signifikanztest fiir die Nullhypothese zweier un-
korrellierter Variablen ist die erwartete Normalverteilung von D. Die Qua-
dratsumme der Rangdifferenzen hat den Erwartungswert und die Varianz

(N —1)N2(N + 1)?
36k '

E{D} = %(N?’ —N—ky) Var{D}= (4.90)
Spearman’s |r| ist ein relativ robustes KorrelationsmaB fir zwei Variablen,
das keinen streng linearen, aber monotonen Zusammenhang vergleicht.
Einen Assoziationszusammenhang, etwa eine sinusférmige (y = sinxz)
oder kreisartige (x? + y? = 1) Relation, wird man mit Spearman’s r, nicht
klar erkennen. Der Berechnungsaufwand wird durch die beiden Rangzahl-
sortierungen mit NV log N dominiert.

Durch Gruppieren von Werten in Intervallen (engl. binning) ist die Me-
thode auch auf alle anderen Datentypen anwendbar, was aber in der Regel
mit einem Informationsverlust einhergeht.



Kapitel 5

Modellbildung

Ein wichtiger Schritt im Datamining-Prozess ist die Modellbildung. Hier
vollzieht sich ein essentieller Reprasentationswechsel, weg von den Roh-
daten, hin zu einer kompakteren Modellreprasentation. Diese versucht,
nutzliche, kompakte Ausschnitte der Welt (oder auch einer virtuellen Rea-
litat), die in den Daten enthalten ist, zu verschiedenen Zwecken fir den
Computer bzw. den Menschen nachvollziehbar zu machen.

Heute gibt es eine Fllle von Datamining-Algorithmen, die fur die L6-
sung dieser Aufgabe entwickelt wurden. Dieses Kapitel gibt einen Uber-
blick Uber die wichtigsten Algorithmen. Einige wichtige Vertreter, die auch
in den folgenden Kapiteln Verwendung finden, werden detaillierter darge-
stellt. Eine vollstandige Darstellung aller relevanten Arbeiten wirde den
Rahmen dieser Arbeit sprengen, somit ist an vielen Stellen auf weiterfiih-
rende Quellen verwiesen.

Die Bildung eines Modells beinhaltet mehrere Kernaspekte, die das
Modell charakterisieren und gleichzeitig zur Einordnung dienen:

1. Zunachst steht die Datamining-Aufgabe im Vordergrund. Was ist
das Hauptziel des Modells? Dient es der Visualisierung, der uniber-
wachten Clusterbildung, der Klassifikation, der Approximation oder
dem Finden von Mustern und Regeln;

2. Die Struktur des Modells definiert die Grenzen dessen, was das
Modell lernen oder approximieren kann. Sie kann z.B. die funktio-
nale Form einer Approximation, ein neuronales Netzwerk oder ein
hierarchischer Clusteransatz sein. Die gegebenen Daten treiben die
in Parametern kodierte Ausformung des Modelles;
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3. Die Bewertungsfunktion (scoring function) wird benétigt, um die
Qualitat des Modelles anhand von beobachteten Daten zu messen.
Sie heiBt auch Zielfunktion, denn sie leitet die Bestimmung der
Modellparameter, indem die scoring-Funktion minimiert (oder maxi-
miert) wird. Sie misst die Modellgite, z.B. durch Missklassifikations-
oder Approximationsfehler. Sie ist entscheidend, sowohl fir die Lern-
als auch fir die Generalisierungsleistung des Modelles, und sollte
daher den tatsachlichen Gesamtnutzen des Modells so realitatsnah
wie moglich widerspiegeln;

4. Die Such- und Optimierungsverfahren zum Finden der Modellpa-
rameter kdnnen z.B. iterative Gradientenverfahren sein, die die Be-
wertungsfunktion optimieren. Ist die Modellstruktur fix, werden nur
Koeffizienten und Gewichte angepasst, ansonsten kénnen zusatz-
lich auch Modellstrukturparameter gesucht werden;

5. Eine weitere Komponente kdnnen spezielle Datenmanagementtech-
niken sein, die Verwendung finden, um groBe Datenmengen zu spei-
chern, zu indizieren und zu verarbeiten. Viele Algorithmen spezifizie-
ren keine Datenmanagementtechniken. Sie implizieren oft, dass die
Datenmengen nicht sehr groB sind und keine besonderen Kosten fir
beliebigen wahlfreien Datenzugriff (random access) auftreten. Pas-
sen nicht mehr alle Daten in den Hauptspeicher, werden die Verar-
beitungskosten durch wiederholte Sekundarspeichertransfers (Plat-
tenspeicher) erheblich vergroBert. Wird die zu verarbeitende Daten-
menge sehr groB, so wird die Frage nach der geschickten Reduktion
der insgesamt zu verarbeitenden Daten immer wichtiger.

Abhéangig von der Aufgabenstellung kann die Verstehbarkeit des Mo-
delles ein groBe Rolle spielen: Die Modelle kénnen einfach und flir den
Menschen leicht nachvollziehbar oder eher undurchsichtig und black-box-
artig sei. Insbesondere in sicherheitskritischen Bereichen haben undurch-
schaubar komplexe Modelle groBe Akzeptanzprobleme. Sind sie Dritten
schwer vermittelbar, kommen sie selbst dann kaum zum Einsatz, wenn
sie z.B. statistisch eindeutig bessere Pradiktionsleistungen zeigen.



5.1 Bayes’sche Modelle und Methoden

89

5.1 Bayes’sche Modelle und Methoden

Sind empirische Merkmalsverteilungen rein zufallig — oder sind sie vonein-
ander abhangig? Wenn ja, wie kann man diese Abhangigkeiten beschrei-
ben? Diese Frage fuhrt zunachst zu den Bayes’schen Methoden.

Zentral fUr die Bayes’sche Methoden ist das gleichnamige Theorem fir
bedingte Wahrscheinlichkeiten Gl. 4.5 (S. 51), das dem britischen Prediger
Thomas Bayes (1701-1761) zugeschrieben wird. Zwei unveréffentlichte
Essays wurden aus seinem Nachlass der Royal Society zugesandt, die
aber erst wirklich Aufmerksamkeit erlangten, als der franzdsische Mathe-
matiker Pierre-Simon Laplace zur selben Erkenntnis gelangte.

Die Bayes’schen Modelle sind zum einen deskriptiv, zum anderen kén-
nen sie zu probabilistischen Aussagen Uber Hypothesen und zu Ruick-
schlissen (Inferenzen) Uber die Auftretenswahrscheinlichkeit von Zustan-
den genutzt werden (s. Pradiktion und Diagnose in Abb. 5.1).

Die Bayes’'schen Methoden erlauben Beobachtungen mit Vorwissen zu
kombinieren, um die Wahrscheinlichkeit p(h;) einer Hypothese h; zu be-
stimmen. Zunachst kann man generell nach der besten Hypothese fragen.
Mit anderen Worten: Wenn eine Menge von Hypothesen vorliegt, welche
Hypothese H ist dann die wahrscheinlichste bei Vorliegen aller Daten X'?

h = h;| X
MAP argi?gé{p( z| )

_ p(X|hi)p(hi)
= argggggw (5.1)

= argmaxp(X|hi)p(h)

Sind die Hypothesen h; alle gleichwahrscheinlich, wird die maximale a-
posteriori Hypothese (MAP-Hypothese) hy4ap = har gleich der maxi-
mum likelihood Hypothese (ML-Hypothese)

harr, = arg g}g}}p(X‘hi) ) (5.2)

wobei der Ausdruck p(X |h) als die Likelihood bezeichnet wird. Das Bei-
spiel eines medizinischen Tests in Box 4.1 (Seite 52) zeigt, dass das MAP-
Ergebnis sehr stark von den a-priori-Wahrscheinlichkeiten p(h) beeinflusst
werden kann. Das Prinzip der Maximierung der Likelihood wird haufig
auch zur Bestimmung kontinuierlicher Parameter verwandt, siehe Abs. 5.7.2.

Der Bayes’sche Klassifikator fragt nach der wahrscheinlichsten Klas-
sifizierung, wenn eine neue Beobachtung x gegeben ist. Zum Beispiel
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(nach Mitchell 1997) wurden drei Hypothesen — eine positive ~; und zwei
negative ho, hs, mit a-posteriori Wahrscheinlichkeiten p(h,|X) = 0.4 und
p(h2|X) = p(hs|X) = 0.3 — bewertet, wobei fir einen konkreten neuen
Merkmalstupel x nur die negativen (-) Hypothesen h, und h; zutreffend
sind. Dies zeigt, dass die hj;4p nicht die wahrscheinlichste Klassifikation
sein muss (hier ist die negative p(—) = 0.3 + 0.3 = 0.6 versus die positive
p(+) = 0.4).

Allgemein ist die optimale Bayes’sche Klassifikation v; aus einer
Menge von méglichen Klassifikationsergebnissen V' durch Maximierung
von

plvjlx) =Y plvjlhi)p(hilx) (5.3)
hiEH
gegeben:
UBayes — arg maX Z U]|hz)p(hl|x) (54)
hi€H

Besonders einfach ist der Naive Bayes’sche Klassifikator. Er geht
allerdings von der einschneidenden Annahme aus, dass alle Merkmale
unabhéngig voneinander die Wahrscheinlichkeitsfunktion

m

p(x) = plar,wz, - wm) = | [ pler) (5.5)

k=1

beeinflussen und daher die Dichtefunktion p(x) faktorisiert werden kann.
Dies fuhrt (analog zu GI.5.1) zum Naiven Bayes’schen Klassifikator

m

UNB = argmas/( p(vj|x) = argmax p(vy) H (2 |vj). (5.6)

Vorteilhaft ist, dass der Berechnungsaufwand relativ gering ist, da nur
(Merkmalsanzahl) m viele univariate Dichteschatzer trainiert werden mus-
sen. Das Naive Bayes-Verfahren wird zum Beispiel zur Kategorisierung
von Nachrichtentexten oder zur Klassifikation von unerwiinschter Email
(spam) verwendet. Fur jede Kategorie-Wort-Paarung (v;, x) wird der be-
dingte Erwartungswert p(z;|v,;) anhand der Auftretenshaufigkeiten tber ei-
ne Trainingstextmenge durch Abz&hlen ermittelt. Ein neues Dokument mit
Worthaufigkeiten x wird geman Gl. 5.6 klassifiziert. Weitere Subtilitaten im
Umgang mit verschwindenden p(z;|v;) = 0 sowie weitere Beispiele finden
sich z.B. in Mitchell (1997).
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Abbildung 5.1: Graphische Modelle: (a) Struktur einer Markov-Kette erster
Ordnung; (b) Struktur eines Hidden Markov Model (HMM) erster Ordnung,
das z.B. in der Spracherkennung zeitliche Zustandstibergdnge modelliert. Die in-
ternen (grau gezeigten) Zustédnde X; sind verborgen und kénnen nur indirekt Gber
die Zusténde Y; beobachtet werden; (c) in Markov Random Field (MRF) be-
einflussen sich die verborgenen Zustédnde X; wechselseitig, z.B. auf einem Gitter
von Bildpixeln; (d) in einem typischen Belief Net werden Zustandsabhangig-
keiten in einem azyklischen Graph, ggf. auch mit verborgenen Zustanden, model-
liert. Dies erlaubt Inferenzen: von links nach rechts (in Pfeilrichtung) Pradiktionen
(hier von Symptomen) und umgekehrt Diagnosen (hier von Krankheiten).

Obwohl die Unabhéangigkeitsannahme oft grob verletzt ist, fihrt dieser
naive Ansatz mitunter zu erstaunlichen Erfolgen (s.0.). Weitere interessan-
te Konzepte wurden entwickelt, um die Unabhangigkeitsannahme gezielt
einzuschranken und um Wissen tiber Merkmalszusammenhange in Struk-
turen zu fassen.
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Zuerst seien die Markov-Ketten genannt, die die allgemein gultige Ver-
bunddichtefunktion (s. Kettenregel aus Gl. 4.6)

p(x) = p(x1) p(@a|x1) p(23]|T1, 2) - - D(Tem |1, T2, - - T—1) (5.7)

dahingehend einschranken, dass eine bedingte Wahrscheinlichkeit nur-
mehr von einem (oder r) Vorganger(n) abhangen darf p(zy|z1, ..., z1) =

p(zk|zr_1). Diese Struktur wird Markov-Kette erster (bzw. r-ter) Ordnung

genannt und ist in Abb. 5.1a skizziert.

Eine weitere konzeptionelle Zutat sind die verborgenen Zustande (hid-
den states). Dies sind interne Merkmale, die nicht direkt beobachtet wer-
den kénnen, sondern sich nur indirekt und probabilistisch Gber so genann-
te Observablen y; bemerkbar machen. Abb.5.1b zeigt die Struktur die-
ses Grundmusters, das Hidden Markov Model (HMM) erster Ordnung.
Die HMMs werden in der Erkennung gesprochener Sprache sehr erfolg-
reich eingesetzt (s. z. B. Rabiner 1989; Jelinek 1997). Zum Trainieren der
nicht-beobachtbaren internen Zustandsschatzer wurden speziell Verfah-
ren, wie der Viterbi- und der Baum-Welsch-Algorithmus (aquivalent dem
EM-Verfahren) entwickelt.

Eine Verallgemeinerung sind die graphischen Modelle, die Merkmals-
zusammenhange in Graphen notieren. Zur Gruppe der ungerichteten Mo-
delle zahlen die Markov-Random-Field-Ansazte, die z.B. im Bereich des
Computersehens Anwendung finden (Abb. 5.1c). Die gerichteten Modelle
sind im Bereich des maschinellen Lernens unter den Namen Bayes’sche
Netze oder Belief Nets verbreitet. Sie bieten eine prazise Formulierung
der Merkmalsbeziehungen durch azyklische Graphen sowie Berechnungs-
vorschriften fir bedingte Wahrscheinlichkeiten. Statt der vollstdndigen Fak-
torisierung wie in Gl. 5.7 wird die Verbunddichtefunktion

H p(z;lpa(z;)) (5.8)
j=1

durch ein Produkt bedingter Wahrscheinlichkeitsfunktionen ersetzt. pa(z;)
bezeichnet den Satz von Elternknoten der Variablen z;. In Abb.5.1d sind
z.B. X, X,, X3, X4, Z die Vorganger von Y;. Die Verbindungsstruktur des
Graphen impliziert die bedingte Unabhangigkeit fir p(x) dahinhingehend,
dass eine Variable z; von z; unabhangig ist, wenn z; nicht zu den Vor-
gangern im azyklischen Graphen gehort. Ist die Elternknotenzahl viel klei-
ner als die Variablenanzahl, ist dies eine erhebliche Vereinfachung im Ver-
gleich zum vollen Modell.
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Vorwissen lasst sich in Belief Nets direkt in die graphische Struktur
integrieren. Sind die Merkmale nur partiell beobachtbar, werden die ver-
borgenen Zustandswahrscheinlichkeiten z.B. mittels des EM-Verfahrens
bestimmt. Ist die Struktur unbekannt, kénnen strukturelle EM-Verfahren
eingesetzt werden. Wie viele nicht-triviale Strukturoptimierungsfragen ist
dies ein NP-hartes Problem und Gegenstand aktueller Forschung (s. z. B.
Buntime 1994; Jordan 1999).

Die Bezeichnung Bayes’sche Netze bezieht sich auf die Bedeutung des
Bayes’schen Theorems und nicht auf die ausschlieBliche Verwendung des
Bayes’schen Klassifikators an den Knoten. Die Bayes’'schen Netze um-
fassen auch Knotenschéatzer, die die bedingten Wahrscheinlichkeitsfunk-
tionen durch andere Methoden, z.B. Mischungsmodellansatze (Gl. 4.34),
oder durch neuronale Netze approximieren.

5.2 Approximationsmodelle

Viele Modellierungsaufgaben kdnnen als Approximationsproblem formu-
liert werden. Voraussetzung ist, dass die Daten als Merkmalsvektoren re-
prasentiert (s. Kap. 2) werden kénnen und sich eine Frage nach einer kon-
tinuierlichen AusgangsgrdBe, in Abh&ngigkeit von einem Merkmalsvektor
x, stellen lasst. Gesucht ist dann die Abbildung

F(w,x): R >R, (5.9)

wobei w die Parametrisierung eines gewahlten Modelltyps umschreibt, der
hier, 0.B.d.A., mit einer eindimensionalen Ausgabe notiert ist. Je nach Ver-
fahrensherkunft wird die Suche nach F'() als Regression (Statistik), Appro-
ximation (Mathematik) oder auch als Lernen (Neuronale Netze) benannt.
Im Folgenden sind typische Modellstrukturen aufgezeigt.

Die lineare Regression basiert auf der Darstellung des Eingabe-Ausgabe-

Zusammenhangs als einem Skalarprodukt
F(w,x)=w-x (5.10)

mit Eingabevektor x, der, zur Vereinfachung der Schreibweise, um
die Konstante 1 erweitert ist (s. Abs.5.7.1).
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Die logistische Regression erweitert GI.5.10 um eine streng monotone
steigende, sigmoide Funktion
1
l+e W X~
Sie ist auf das Intervall [0,1] beschrankt und wird insbesondere zur
Modellierung von Wahrscheinlichkeiten verwendet, s. Abs.5.7.2.

F(w,x)=g(w-x) = (5.11)

Das lineare und das logistische Regressionsschema ist aquivalent
dem Perzeptron, einer klassischen Form von neuronalen Netzen
(s.u. ,MLP*).

Das klassische Approximationsschema ist eine Linearkombination aus
einem Satz geeigneter Basisfunktionen {B;} Uber dem Eingabevek-
tor x

F(w,x) = Z w; B;(x) (5.12)

Dies schlie3t auch Polynome, Splines und Fourierdarstellungen mit
ein.

Projection Pursuit Regression verwendet Approximationsfunktionen, die
sich als Summe univariater Funktionen U; von einer Linearkombina-
tion der Eingabevariablen darstellen lassen:

F(w,x) = i Ui(w; - x) . (5.13)

Vorteilhaft ist, dass affine Transformationen der Eingabevektoren di-
rekt kompensiert werden konnen (Friedman 1991).

Normalisierte Radiale Basisfunktionen (RBF): RBF-Netzwerke

F(W,X) _ ZZ—P(|X - ui|) Yi (5_14)

> p(x —uil)
gestalten sich als gewichtete Summe von Basisfunktionen p(), die je-
weils nur vom Abstand eines Referenzpunktes u; im Merkmalsraum
abhangen (w umfasst alle Parameter {u;, y;}). Der Nenner sorgt fur
eine Normierung und eine flache Extrapolation. Dies wird in Abb. 5.2
anhand der am haufigsten verwendeten Basisfunktion, der GauB’schen
Glockenkurve p(r) = e~("/V29)* lillustriert (Powell 1987). Generalisier-
te RBF (Hyper-RBF) erhéhen die Adaptationsfahigkeit durch Formu-
lierung von individuellen elliptischen Basisfunktionen, die mittels der
Maximum-Likelihood-Methode trainiert werden kénnen (s.a. Abs. 5.7.3).
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Abbildung 5.2: Approximation mit zwei RBFs (radiale Basisfunktionen). Oben,
das direkte RBF-Verfahren und unten nach dem Normalisierungsschritt. Von links
nach rechts illustrieren drei unterschiedliche GauBglockenbreiten o4...3 den Glat-
tungseffekt eines wachsenden Breiten-Abstands-Verhaltnisses.

Multilagen-Perzeptron (MLP) und verschachtelte Sigmoiden kdnnen als

eSS o) ) o

geschrieben werden, wobei ¢(-) eine sigmoide Transferfunktion (z.B.
von der Art GI.5.11) und w = (w;;, vy, uk, - - -) die synaptischen Ein-
gangsgewichte eines Neurons bezeichnet. Diese Darstellung war
vollig neu far die klassische Theorie der Approximation (Poggio und
Girosi 1990) und es konnte gezeigt werden, dass ein MLP als ,uni-
verseller Approximator“ Funktionen beliebig genau modellieren kann
(Hornik, Stinchcombe und White 1989). Neuronale Netze werden
weiter in Abs. 5.8 beschrieben.

Topographische Karten sind dimensionsreduzierende Modelle, die von
einem héherdimensionalen Merkmalsraum in eine niedrigdimensio-
nale, zunachst diskrete, Menge abbilden. Sie werden spater in Abs. 5.9
behandelt.

Regressionsbaume entstehen durch rekursive, achsparallele Partitionie-
rung des Merkmalsraumes, z.B. das CART- (Classification and Re-
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gression Tree, Breimann, Friedman, Olshen und Stone 1984)) und
das MARS- (Multivariate Adaptive Regression Splines Friedman 1991)
Verfahren (s. a. Klassifikationsbdume Abs. 5.3). Die rechteckigen Raum-
teilungen werden in Binarbaumen gespeichert und mit konstanten
oder meist mit uni- oder bivariaten polynomialen Regressionen ver-
kUpft.

Scoring-funktion:  Approximationsmodelle werden anhand einer /lack-
of-fit-Funktion LOF(F') beurteilt , die als Erwartungswert

LOFp(F) = (dist (f(x), F(w,x)))p (5.16)

des Approximationsfehlers in einer bestimmten Doméane D definiert ist.
Meist ist die Distanzfunktion dist(-) einfach die euklidische Distanz zwi-
schen dem Soll- f(x) und dem Schétzwert des Modells F'(w,x).

Ist das Modell reich an Freiheitsgraden (Parametern), tritt bei endlich
groBen, rauschbehafteten Trainingsstichproben das grundsétzliche Lern-
problem des over-fitting auf. D.h. dem Modell gelingt es, sich zufalligen
(nichtreprasentativen) Feinheiten des Trainingsdatensatzes anzupassen,
die der Generalisierungsleistung des Modells bei der Anwendung auf neu-
en Daten schadet. Gegenstrategien beinhalten die Reduktion der Frei-
heitsgrade (z.B. optimal brain damage) und Verkirzung der Lernzeit (early
stopping), die auf dem Monitoring des Over-fitting-Effektes auf der Basis
von Gl.5.16 beruhen.

Um eine realistische Schatzung des Erwartungswertes von GI.5.16
zu erhalten, teilt man den zur Verflgung stehenden Datensatz in eine
Trainings- und in eine Testdatenmenge. Sind die Datenmengen nicht sehr
groB3, kann die Technik der n-fachen Kreuzvalidierung (cross validation)
natzlich sein. Man teilt den Datensatz in n vergleichbare Teile und wie-
derholt einen Training-Test-Zyklus, bei dem der i-te Teil fir das Testen
reserviert ist und der Rest dem Modelltraining dient. Nach n Wiederho-
lungen war jedes Datum genau einmal an der Testmenge beteiligt und die
Gesamtleistung kann zusammengefasst werden.

Such- und Optimierungsverfahren bedienen sich in einfachen Féllen
linearer Verfahren, meist sind es jedoch iterative Gradientenabstiegsver-
fahren fir Gl. 5.16. Spater in diesem Kapitel werden u.a. das Levenberg-
Marquardt- und das EM-Verfahren vorgestellt.
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5.3 Klassifikation

Aufgabe der Klassifikation ist es, Objekte aufgrund ihrer Attributwerte ei-
ner der vorgegebenen Klassen zuzuordnen. Sind keine Klassen vorge-
geben, stehen uniberwachte (unsupervised) Clusterverfahren im Vorder-
grund, die in Abs. 5.4 erlautert werden. Die Aufgabenstellung ist im Prinzip
ahnlich der der Approximation, nur wird ein kontinuierlicher Ausgabewert
durch eine diskrete Klassen- oder Kategoriezugehdrigkeit ersetzt. Neben
dem Bayes’schen Klassifikator (s. 0.), kbnnen, wie erwahnt, prinzipiell alle
obigen Approximationsfunktionen eingesetzt werden, um neue Objekte zu
klassifizieren. Die theoretische Verknipfung sind die Bayes’schen Metho-
den, siehe Abs.5.1.

Die generelle Bewertungsfunktion von Gl. 5.16 misst fir Klassifikatoren
typischerweise den Erwartungswert der Fehlklassifikationskosten: z.B. im
einfachsten Falle O fUr eine korrekte und Kostenbeitrag 1 flr eine inkorrek-
te Klassenschatzung. Sie kdnnen aber auch asymmetrisch definiert wer-
den. Schétzer fir eine dichotome Variable sind in vielen Bereichen von
groBem Interesse. Um die Gite eines ordinalen oder probabilistischen
Klassifikators zu messen, kann man ein integrales MafB auf der Basis der
so genannten ROC-Kurve ermitteln, s, Abs.5.7.4.

Ein verbreiteter Strukturansatz fir Klassifikatoren sind die Entschei-
dungsbaume (Decision Trees, DT), die ihre Beliebtheit aus einer sehr
guten Nachvollziehbarkeit schépfen. Abb. 5.3 zeigt einen solchen Entschei-
dungsbaum fur die Aufgabe, die Herkunftsregion fir Automodelle (Daten-
satz aus Kap. 3 s. Abb. 3.10) aufgrund von Fahrzeugmerkmalen zu schéat-
zen. Fir jedes Objekt ergibt sich genau eine Entscheidungskette: Ausge-
hend vom Wurzelknoten (in der Abb. oben) wird an jedem Knoten (i.d.R.)
ein Attribut ausgewertet und entsprechend des konkreten Wertes weiter-
verzweigt, bis ein terminales ,Blatt“ erreicht ist. In Abb.5.3 werden ne-
ben den Entscheidungskriterien inklusive der y2-Statistik auch die Katego-
riehaufigkeiten an jedem Knoten tabelliert und durch Balken visualisiert.
Die Entscheidungskriterien wurden mit dem Ziel ausgewahlt, mdglichst
,sortenreine“ Blatter zu erhalten. An den daraus resultierenden Entschei-
dungskriterien sind unmittelbar interpretierbare Regeln ablesbar, z.B. um-
fasst Knoten5 die hubraumstarksten Modelle, die alle zur Gruppe USA
(1 = rot) gehodren (s.a. vergleichenden Darstellungen in Kap. 3). Die zwei-
gréBte Hubraumgruppe teilt sich (an Knoten4) in eine 1=USA dominier-
te Gruppe (Knoten 11) mit weniger PS und eine USA-Europa-gemischte
Gruppe (1+2 = rot+griin) mit mehr PS.
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Wichtige Vertreter von Entscheidungsbaumverfahren sind der klassi-
sche C4.5 Algorithmus von Quinlan (1993), Quest von Loh und Shih (1997)
und neuere, hochskalierbare Entwicklungen wie RainForest (Gehrke et al.
2000). Der Nachteil von Entscheidungsbaumverfahren liegt darin, dass
zum einen ,der optimale Baum® i.A. nicht existiert, sondern im Gegen-
teil die Ergebnisse erheblich von den notwendigen Heuristiken und Para-
metern zum Finden bester Trennkriterien abhangen kdonnen. Zum ande-
ren wird ihre Klassifikationsleistung von anderen Klassifikationsverfahren
meist Ubertroffen, wie z.B. in der breit angelegten Vergleichsstudie STAT-
LOG' (Michie et al. 1994) dargestellt und analysiert wird.

Zu den besten Klassifikationsverfahren geh6ren moderne Support Vec-
tor Machines (SVM). Das Grundprinzip ist das Folgende: In einem hoch-
dimensionalen Raum wird ein linear separables Zweiklassenproblem be-
trachtet und die Hyperebene (Gl. 5.10) gesucht, die alle Vertreter der einen
von der anderen Klasse optimal trennt. Optimal heiBt, die Trennflache ist
gleich weit und maximal von den nachsten Vertretern beider Klassen ent-
fernt (Optimal-margin-Kriterium). Da nur diese letztlich entscheidend sind,
nennt man sie support vectors. Interessant wurde die Methode aus zwei
Grinden: Zum eine entdeckte man den so genannten ,Kerneltrick“, der er-
laubt, wichtige Familien von nichtlinearen Raumtransformationen sehr ef-
fektiv berechenbar zu gestalten. Damit wird die lineare Separation gleich-
wertig zur Trennung durch gekrimmte Trennflachen im untransformierten
Raum. Zum Zweiten wurden groBe Fortschritte in der numerischen L6-
sung sehr groBer Optimierungsprobleme errungen, die auch komplexere
Probleme numerisch handhabbar machen (u.a. LMI-Verfahren, siehe z.B.
Schélkopf und Smola 2001.

Die vorgenannten Klassifikationsstrukturen dienen neben der Klassifik-
tionsleistung auch der Generierung von Klassifikationswissen und sind ein
gutes Beispiel flir den Prozess der knowledge discovery, also Gewinnung
von Erkenntnissen und explizitem Wissen aus den Daten.

Ein Gegenbeispiel ist ein rein speicherbasierter Klassifikator, der kei-
nerlei Anstrengung der Wissenskondensation unternimmt: Der k-nachste
Nachbarn-Klassifikator (k-nearest neighbor, k-NN) sucht fUr einen neuen
Merkmalsvektor x,,.,, die k& ahnlichsten Vertreter der Trainingsmenge und
returniert das Klassenlabel, das darunter am haufigsten vorkommt. Das
Verfahren gehért zu den so genannten instanz-basierten Lernmethoden.

Zur Steigerung der Klassifikationsleistung eines Klassifikators kénnen

's.a.: hitp://www.liacc.up.pt/ML/statlog
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Abbildung 5.4: Beispiele fir 2D-Clusterstrukturen mit verschiedenen Charakte-
ristika, wie GroBe, Form, Dichte. Sie stellen sehr unterschiedliche Herausforde-
rungen an die jeweilige Herangehensweise. Die raumliche Nahe steht hier fur die
Ahnlichkeit der Datenobijekte.

mehrere Modelle parallel trainiert werden und das Gesamtergebnis z.B.
durch Majoritatsvotum zusammengefasst werden (voting by committee).
Die Modelle kénnen unterschiedlicher Architektur sein oder auf verschie-
denen Datenteilmengen traininert werden (bagging).

5.4 Clustermodelle

Clusteranalyse ist die Zerlegung eines Datensatzes in Gruppen (Cluster),
so dass die Datenobjekte innerhalb einer Gruppe mdglichst &hnlich sind
und moglichst ungleich fir Datenobjekte aus verschiedenen Gruppen. Da-
bei kann es um eine natzliche Trennung von kontinuierlich verstreuten Da-
ten gehen (um z.B. aus Messdaten von Kragen-, Brust-, Bauchumfang und
Armlange eine kleine Anzahl von Schnittvorgaben zu bestimmen, vgl. T-
Shirts in KonfektionsgréBen S, M, L, XL) oder um Segmentierung mit dem
Ziel haufige Zusammenhange zwischen Merkmalen zu entdecken und die
Objekte zusammenzufassen (z.B. um Arten von typischen Kreditkarten-
nutzungsverhalten anhand von Umsatz, Haufigkeit, marktbezogenen und
geographischen Merkmalen etc. zu modellieren); Abb. 5.4 illustriert einige
Beispiele und Herausforderungen an das Clustern. Es wurde hierfir eine
sehr breite Palette von Techniken entwickelt, was damit zusammenhangt,
das es keine allgemeingultige Definition von Clustern gibt. Im Gegenteil,
die Nutzlichkeit eines Clusterergebnisses ist eine durchaus subjektive Gro-
Be und hangt auch von den Intentionen des Betrachters ab.

Clusterverfahren lassen sich in folgende Hauptgruppen einteilen: Ver-
fahren zur optimalen Partitionierung, hierarchische Ansatze und probabilis-
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tische Beschreibung der Cluster.

Um den Schwerpunkt einer Objektmenge, auch Centroid genannt, bil-
den zu kénnen, muss ein vektorieller Merkmalsraum vorliegen. Die mei-
sten Verfahren setzen dies voraus, um damit einen Représentanten ry
eines Clusters k zu formulieren. Ahnlichkeit und Nahe zwischen Daten-
objekten und zu Clusterreprasentanten wird durch eine Distanzfunktion
dist(-) beschrieben, siehe auch Abs.2.2.

5.4.1 Partitionierende Verfahren

Partitionierende Verfahren zerlegen eine Datenmenge disjunkt in K Clu-
ster. Ein Cluster ist nicht nicht-leer und die Anzahl K ist meist vorgegeben.

Schon eine moderate Anzahl von Daten macht eine vollstdndige Su-
che nach der optimalen Clustertrennung unméglich: Méchte man nur 100
Datenobjekte in nur zwei Cluster aufteilen, gibt es 2!%° ~ 10*° Zuordnungs-
mdglichkeiten. Folglich arbeiten alle praktischen Verfahren iterativ und ber-
gen die Ubliche Gefahr, statt des globalen nur ein lokales Optimum zu fin-
den.

Ein klassisches Verfahren ist das k-means-Clustering (MacQueen 1967).

Ausgehend von einer Zufallszuordnung aller Datenobjekte zu den K Clu-
stern werden die K Centroide berechnet. Wiederholt werden dann alle
Datenobjekte jeweils demjenigen Cluster zugeordnet, dessen Centroid ry
sie am nachsten sind, und anschlieBend wird die r;, erneut berechnet. Das
Endergebnis liegt vor, wenn keine Anderung der Clusterzugehérigkeiten
mehr erfolgt.

Eine Alternative ist das k-medoid- oder Partitioning-Around-Medoids-
(PAM) Verfahren (Kaufman und Rousseeuw 1990), das als Clusterrepra-
sentanten r;, dasjenige Datenobjekt (,medoid“ oder Zentralobjekt) verwen-
det, dessen Distanzsumme zu den anderen Clustermitgliedern minimal
ist (da keine Mittelung erfolgen muss, kann durch die Verflgbarkeit einer
Paardistanzmatrix auf die Distanzfunktion dist(-) verzichtet werden). Ng
und Han haben einen wesentlich effizienteren, aber auch weniger griind-
lichen Algorithmus CLARANS vorgeschlagen (z.B. in Han und Kamber
2001).

Cluster kénnen auch als Gebiete im hochdimensionalen Raum ange-
sehen werden, in denen die Objekte dicht beieinander liegen, getrennt
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Abbildung 5.5: Beispiel fir hierarchisches, agglomeratives Clustern mit der ave-
rage linkage Distanzfunktion (Gl.5.17) flr sechs Punkte in 2D (a, links). (b,
rechts) Im zugehdrigen Dendrogramm kann man die Distanzen auf der Vertika-
len erkennen, an denen Subcluster zusammengefihrt werden. Die Ziffern in (a)
und (b) unten nummerieren die Objekte. Die Entscheidung Uber die letztendliche
Clusteranzahl bleibt erhalten: Drei Cluster erscheinen hier naheliegend, da hierfiir
die groBte vertikale ,Llcke” im Dendrogramm ersichtlich ist.

durch Gebiete, die von Objekten nur diinn besetzt sind. Die Grundidee
fir dichtbasierendes Clustern (Ester et al. 1996) griindet auf dem Konzept
des Kernobjektes und der Dichte-Verbundenheit. Ein Kernobjekt besitzt
mindestens M Nachbarn in einer e-Umgebung. Zwei Objekte gelten dann
als dichte-verbunden, wenn sie durch eine Kette von Kernobjekten ver-
bunden sind, deren Abstand zum Nachbar < ¢ ist. Ein Cluster ist dann eine
Menge von dichte-verbundenen Objekten. Im DBSCAN-Algorithmus wird
mit den Parametern ¢ und M die Separation von Gebieten, die dinn ver-
bunden sind, gesteuert und damit das Verhalten bei vorhandenem Rau-
schen bestimmt. Weitere Verfahren werden in Han und Kamber (2001)
oder Ester und Sander (2000) erlautert.

5.4.2 Hierarchische Verfahren

Statt einer einzigen Zerlegung des Datensatzes in Cluster erzeugen hie-
rarchische Verfahren eine Hierarchie von méglichen Clusterteilungen, in-
dem sie die Daten in einen Baum, dem Dendrogramm reprasentieren, wie
in Abb. 5.5 dargestellt. Die Wurzel oben enthélt alle Objekte in einem Clu-
ster, die Blatter reprasentieren Einzelobjektcluster (auf der Grundlinie) und
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die gezeichnete HOhe der (binaren) Verzweigungen reprasentiert den Ab-
stand der beiden Subcluster.

Der Baumaufbau erfolgt agglomerativ durch sukzessive Verschmel-
zung von Clusterpaaren kleinsten Abstands oder umgekehrt, divisiv, durch
sukzessive Teilung des Gesamtclusters. In beiden Fallen bendétigt man die
Definition einer Distanzfunktion dist(C;, C;) flr zwei Objektmengen C;, C;,
z.B.:

diStsingleflinkage<Ci7 Cj) = eémyléc dzst(x, y)
zeCy, 5
diStcomplete—linkage(Cia Cj) = eglay}éc dZSt(xv y) (51 7)
x 7y j
: 1 :
dZStaverageflinkam,’(Cia Cj) |.T‘ |Y‘ Z dZSt(SE, y) .
{L'GCZ’,yGCj

Das Single-Linkage-Clustering entsteht z.B. durch Verwendung des Mi-
nimalabstands (nearest neighbor) aller méglichen Objektpaarungen und
neigt zur Kettenbildung. Das Complete-Linkage- verwendet den groBt-
maoglichen Abstand (furthest neighbor) und Average-Linkage-Clustering
nutzt den Mittelwert aller Paarabstande. Nach einer Verschmelzung wer-
den die Abstande zu allen anderen aktuellen Clustern berechnet und im
nachsten Schritt wird das Minimum aller ausgewahlt.

Die Auswabhl der letztlichen Clusterteilung erfolgt meist nach manueller
Inspektion der Ergebnisse. Liegt Rauschen vor, kbnnen sehr willkdrlich
erscheinende Clusterverbindungen entstehen, die hinterher nicht einfach
korrigierbar sind.

Ein Kombination mit dem oben erlauterten Dichte-Verbundenheits-Konzept

liefert das OPTICS-Verfahren (s. z.B. Ester und Sander 2000; Han und
Kamber 2001). Fir sehr groBe Datensatze wurde das BIRCH-Verfahren
entwickelt, das eine stark komprimierte, hierarchische Reprasentation der
Daten in so genannten Clustering Features (CF) bildet (Balanced Iterative
Reducing and Clustering using Hierarchies von Zhang et al. 1996).

Werden die Objektzahlen groB, entfallt die Mdglichkeit, einige der Al-
gorithmen durch Verarbeitung der Abstandsmaitrix im Hauptspeicher zu
beschleunigen (N? Speicherbedarf). Braucht man den direkten Datenzu-
griff ber die Merkmale, ist die Verwendung von rdumlichen (multivariaten)
Indexstrukturen in Datenstrukturen oder Datenbanken (spatial databases
aus der Familie der R-trees eine grundsatzliche Beschleunigungsmaéglich-
keit (s. z.B. Ester et al. 1996) .
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5.4.3 Probabilistische modellbasierte Clusterverfahren

Probabilistische Clusterverfahren basieren auf Modellen, die die Wahr-
scheinlichkeitsdichte der Daten durch ein Mischungsmodell

K
fx) = Zm Fe(x.61) (5.18)

bestehend aus K Komponenten anpassen. Zunachst muss K herausge-
funden, dann mussen die Einzelkomponentenfunktionen f, optimiert wer-
den. Haufig dienen dazu multivariate Normalverteilungen (Gl. 4.34), die
mit dem EM-Verfahren bestimmt werden.

5.4.4 Weitere neuronale Verfahren: CLM
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Abbildung 5.6: (a, links) Vertikale und laterale Wechselwirkungen bestimmen die
Netzwerkdynamik im CLM-Netzwerk. (Rechts) Die Zuordnung einer Daten-
verteilung zu den Schichten vor (unten, b) und nach (oben, c) Ablauf der Dynamik
wird durch die verschiedenen Marker illustriert. Jeder Markertyp ist Indikator fur
die Zustandigkeit zu einer Schicht. Die Gruppierung in Cluster erfolgt hier nicht
nach Néhegesichtspunkten allein, sondern berlcksichtigt auch eine ,gute” Fort-
setzung von Strukturen.

Biologisch motivierte Anséatze, wie das Competitive-Layer-Model (CLM)
Verfahren, machen sich ein in Schichten aufgebautes, stark vernetztes
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neuronales Netzwerk zunutze, um die Daten auf verschiedenen Konzept-
ebenen abzubilden. Abb. 5.6a illustriert die Eingabeschicht der Daten und
dartber L Schichten sowie die Wechselwirkungen der Neurone innerhalb
und zwischen den Schichten. Ihre Aktivierung bezlglich der Daten ist
SO gestaltet, dass via vertikaler Wechselwirkung immer genau eines der
L Neuronen aktiv ist (Winner-Takes-All, WTA). Die laterale Wechselwir-
kungsfunktion bestimmt, ob zwei Nachbarn sich positiv verstarken oder
negativ inhibitieren. Im Gegensatz zu einfachen univariaten Paardistanz-
maBen kann diese Funktion erheblich komplexere Zusammenhange mo-
dellieren, zum Beispiel Wirkmechanismen, die den physiologischen Ge-
staltwahrnehmungsgesetzen entsprechen. Wie in Abb. 5.6bc gezeigt, er-
folgt hier eine Clusterung nicht ausschlieBlich nach Nahe, sondern nach
perzeptuellen Gruppiergesichtspunkten (Wersing, Steil und Ritter 2001).

5.5 Assoziationsregeiln

Assoziationsregeln bilden die Essenz der so genannten ,Warenkorbanaly-
se“. Ein Warenkorb kann bestimmte Kundentransaktionen reprasentieren,
z.B. das Abrufen von Informationen oder den Kauf von Dienstleistungen
oder Waren. Fir die Analyse von Datensammlungen aus Scannerkassen
einer Ladenkette kann man den Ausdruck Warenkorb wortlich verstehen.
Zusammenhange, die hier im Vordergrund stehen, sind von der Art ,die
meisten Kunden, die Baguette und Rotwein kaufen, kaufen auch Kase*. In-
teressant ist diese Regel nattrlich nur, wenn Baguettes und Rotwein genu-
gend haufig gemeinsam gekauft werden. Wissen dieser Art kann zum Bei-
spiel zur Kundensegmentierung oder zur Effizienzoptimierung von Cross-
Marketing, Katalog-Designs oder Laden-Layouts verwendet werden.

Die Struktur einer Assoziationsregel hat die Form

WENN A=1 UND B=1 DANN (C =1 mit Wahrscheinlichkeit c
aquivalent zu: {A=1, B=1} — {C =1} (5.19)

wobei A = 1,B = 1 und C = 1 so genannte items (Artikel) sind, die als
binare Variablen A, B,C das Vorhandensein eines Merkmals (z.B. Kauf
eines Produktes) oder das Zutreffen einer Bedingung (z.B. Kaufpreis in ei-
nem bestimmten Intervall) notieren. c ist die bedingte Wahrscheinlichkeit
sapc = p(C = 1]A =1, B = 1) und wird auch als Konfidenz (confidence,
accurancy) der Regel von Gl. 5.19 bezeichnet. Die Haufigkeit des gemein-
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samen Auftreffens s pc = p(A = 1,B = 1,C = 1), der support oder
Trager der Regel, weist auf die Starke der Regelbasis hin.

Das Assoziationsproblem ist nun, alle Assoziationsregeln zu finden,
die eine Mindestkonfidenz ¢,,;, und einen Mindestsupport s,,.;, erreichen
oder Uberschreiten. Die Struktur der Regeln ist sehr einfach, Uberschau-
bar und gut interpretierbar. Allerdings ist der Begriff ,Regel” etwas irrefliih-
rend, da keineswegs ein kausaler Zusammenhang (von links nach rechts
in Gl. 5.19) beschrieben, sondern lediglich eine Gberschwellig starke Merk-
malskorrelation festgestellt wird.

5.5.1 Der Apriori-Algorithmus

Das Assoziationsproblem ist ein Beispiel fir Datamining-Algorithmen, far
die die effektive Suche und die Datenhandhabung die kritischsten Fak-
toren sind. Als Basisalgorithmus ist der Apriori-Algorithmus von Agrawal
und Srikant (1994) zu nennen. Er macht sich die Monotonieeigenschaft
haufiger itemsets zur Abkirzung der systematischen Breitensuche nach
Regel zunutze. Ein ,haufiges” k-itemset ist eine Kombination von k ver-
schiedenen items mit support > s,..,. Da jede itemset-Teilmenge weniger
einschrankende Bedingungen (nach items) enthalt, ist ihr support minde-
stens so groB und damit jede Teilmenge auch haufig. Dies wird bei der
sukzessiven Generierung von Kandidaten fir haufige k-itemsets aus klei-
neren und (geprift) haufigen itemsets ausgenutzt und fihrt zu einer Ein-
schrankung von zu testenden Regeln und damit zur groBen Beschleuni-
gung des Verfahrens durch Minimierung der Datenbasis-Durchlaufe.

5.5.2 Verallgemeinerte und quantitative Assoziationsre-
geln

In der Praxis ergibt sich das Problem der Wahl der items und der Schwel-
lenwerte c¢,in, smin. J€ feingranularer man die Artikel bestimmt (z.B. in
der nattrlichen Ordnungshierarchie Getrank, Wein, Rotwein, Marke, La-
ge/Jahr) desto geringer wird der item support. Senkt man den Minimalsup-
port ¢..n, findet der Apriori-Algorithmus ggf. eine uniberschaubare Men-
ge von Regeln. Eine Lésung von Srikant und Agrawal (1995) berlcksich-
tigt eine Zugehdrigkeitshierarchie von items (Taxonomie) und kann damit
die relative Interessantheit einer Regel formulieren. Z.B. entfallen in einem
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Laden 10 % der Milchk&ufe auf Biomilch; damit kann man die Konfidenz
und den Support fir {MUsli}—{Biomilch} aufgrund der allgemeineren Re-
gel {Musli}—{Milch} abschatzen. Werden die Erwartungen um einen be-
stimmten Prozentsatz Uberschritten, wird die speziellere Regel als ,un-
gewobhnlich interessant” markiert und ausgegeben. Auf diese Weise lasst
sich die Menge an generierten Assoziationsregeln stark reduzieren und
die anschlieBende manuelle Inspektion und Analyse entlasten.

Die Beschrankung auf kategoriale Merkmale wird durch das Verfah-
ren fir quantitative Assoziationsregeln aufgehoben (Srikant und Agra-
wal 1996). Dabei werden systematisch Intervallbereiche untersucht und
daraus reichere Regelkombinationen generiert, zum Beispiel von der fol-
genden Art: {Alter zwischen 30 und 39} und {Familienstand verheiratet} —
{Anzahl Autos 2}.

5.5.3 Contrast Set Mining

Méchte man den Unterschied zwischen zwei (oder mehr) Gruppen analy-
sieren, liefert auch die Kodierung der Gruppe fir Assoziationsregeln nicht
notwendigerweise eine konsistente Darstellung. Zum einen ist die Schwel-
lenwahl problematisch (s.0.), zum anderen wird nicht nach konstrastieren-
den Merkmalen gesucht, sondern separat nach Korrelationsmustern fur je-
de Gruppe. Das Search-and-Testing-for-Understandable-and-Consistent-
Contrasts (STUCCO) Verfahren von Bay und Pazzani (1999) generiert
einen Baum von Merkmalskombinationen und sucht systematisch nach
konstrastierenden Regeln, die eine unerwartet groBe Abweichung far die
betrachteten Gruppen aufzeigen. Die statistische Signifikanz der Abwei-
chung (x2-Test) wird mit der Suchstrategie verknipft, um zum einen die
Fehlerrate (Fehler 1ter Art, s. Abs.4.6) zu begrenzen und zum anderen
die Anzahl Regeln kompakt zu halten.

Zum Beispiel wurden in einem Datensatz von Herzoperationen (s. Kap. 9)

vier interessante Kombinationen von Regeln gefunden, die in Zusammen-
hang stehen mit der Granolozytenkonzentration (einer Untergruppe der
weiBen Blutkérperchen) und der Haufigkeit flr das perioperative Auftre-
ten einen Schlaganfalls (d.h. wahrend oder kurz nach einer Operation).
Die entdeckte Kombination {Vorhofflimmern} UND {9.4< Granulozytenkon-
zentration < 20.8} zeigt ein Quotenverhéltnis von 23.45 (odds ratio mit

p<0.0001 mit x2-Test) und kann in ein spezielles Risikomodell fir die Schlag-

anfallvorhersage integriert werden (Albert et al. 2003).
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5.6 Merkmals- und Modellselektion

5.6.1 Merkmalsselektion

Die Frage nach der Wahl geeigneter Merkmale tritt in vielen hochdimen-
sionalen Problemen auf. Bei der Approximation von Y aus den Variablen
X1,..., X, etwa kann eine Variable X ganzlich irrelevant sein (z.B. Rau-
schen) oder andere Variablen sind redundant, da sie im Wesentlichen das-
selbe aussagen (z.B. sind die Variablen ,Einkommen vor Steuer” und ,Ein-
kommen nach Steuer” hochkorreliert).

Eine theoretische Fundierung der Merkmalsauswabhl liefert das Kon-
zept der Unabhangigkeit zweier Variablen (Gl. 4.8). In einer endlichen Stich-
probe kann sie abgeschatzt (Abs. 4.12.1) oder umgekehrt, die Assoziation
zwischen kategorialen Variablen mittels der Entropie-basierten mutual in-
formation bewertet werden (Abs. 4.13.1). Kontinuierliche Variablen kénnen
z.B. mittels linearer Regression eingeschatzt werden, siehe Abs.5.7.1.

Allerdings sind die k£ besten individuellen Variablen nicht unbedingt die
beste Menge von £ Variablen. Zur Verdeutlichung sei an das berihmte
parity Problem zweier XOR-verknipfter, unabhangiger Binarvariablen er-
innert. Hier erscheint das Ergebnis durch jede Einzelvariable rein zufallig
(also gar nicht) bestimmt, aber durch beide gemeinsam wird es vollstandig
beschrieben. Historisch gesehen, hatte dieses Problem groBen Einfluss
auf die Forschung Uber neuronale Netze, als die Unzulanglichkeit einfa-
cher Ansatze von Minsky und Pappert (1969) angeprangert wurde. Unter
der gleichen Unzulanglichkeit leiden praktisch alle Selektionsmethoden,
die Einzelmerkmale beurteilen. Dennoch ist man in der Praxis auf Heu-
ristiken zur Suche (greedy selection) angewiesen. Eine stark verbreitete
Methode ist die stufenweisen Regression, die unten im Abs.5.7.1 erlau-
tert wird.

5.6.2 Modellselektion

Abb. 5.7 illustriert eine typische Fehlerkurve in Abhangigkeit der Modell-
komplexitat. Ist ein endlicher Trainingsdatensatz gegeben, kann man den
Trainingsfehler evil. auf Null bringen, indem man ein genidgend flexibles
Modell einsetzt. Der Bias des Modells, d.h. die Differenz des wahren Wer-
tes zum Erwartungswert seiner Schatzung, ist dann klein, aber die Vari-
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Fehlermass

Testdaten

Trainingsdaten

Modellkomplexitaet

Abbildung 5.7: Ein typisches Diagramm des Missklassifikationsfehlers sowohl
fr den Test- als auch den Trainingsdatensatz in Abhangigkeit der Modellkomple-
xitat (z.B. der Knotenzahl in einem Entscheidungsbaum).

anz bzgl. anderer Datensatze wird dafur gréBer. Dies nennt man auch das
Bias-Varianz-Dilemma. Der entgegengesetzte Fall dieses Zielkonfliktes ist
die Wahl eines zu inflexiblen Modells, das einen zu groB3en Bias hat.

Eine Strategie, diesen Kompromiss zu finden, ist der Einbau eines
Strafterms flir Komplexitat in die allgemeine Bewertungsfunktion. Ein Teil
misst die Modellgiite (goodness of fit) fir die Daten und eine Extrakom-
ponente sorgt fir einen Bonus flr Einfachheit (vgl. principle of parsimony
oder Ockham’s razor):

Bewertungsfunktion(Modell) = Fehler(Modell) + Strafterm(Modell).

Fir eine Reihe von Modellen { M} mit jeweils m, Parametern wahlt man
dann dasjenige, das die Gesamtbewertung optimiert.

Ein verbreiteter Ansatz ist das Akaikes Information Criterion (AIC), de-
finiert als
Sarc(My) = =2 L(My) + 2my, (5.20)

wobei L den Logarithmus der Likelihood notiert (s. Abs.5.1 und Gl. 5.55)
und der Strafterm proportional zur Parameterzahl m, (Akaike 1973) ist.
Eine Alternative ist das Bayesian Information Criterion (BIC)

dessen Strafterm auch die Datenanzahl N beriicksichtigt. Da die negati-
ve Log-Likelihood i.d.R. linear mit NV steigt, tritt der Komplexitatsstrafterm
mit wachsender Datenzahl in den Hintergrund. Weitere Komplexitatsstraf-
terme basieren z.B. auf der Minimum-Description-Length-Methode (MDL)
oder Vapnik’s Structural-Risk-Minimization-Ansatz (SRM). Unter einer Rei-
he von Beweisannahmen lassen sich diese Ansatze theoretisch herleiten.
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Jedoch sind die Voraussetzungen in der Praxis selten streng erfillt und so
bleibt nur die empirische Wahl (Weiteres s. Ripley 1996; Hand et al. 2001).

5.7 Wichtige Modelle zur Regression

Lineare Regression findet nicht nur zur Korrelationsanalyse und in der
Merkmalsselektion Verwendung, sondern gehért auch mit logistischer Re-
gression zu den wichtigsten Approximationsmodellen. Aus diesem Grunde
seien sie hier ausfuhrlicher erlautert.

5.7.1 Lineare Regression

In der einfachsten Form beschreibt die lineare Regression eine Verteilung
mit (x;, y;)-Datenpaaren durch eine gerade Linie. In der bivariaten Regres-
sion wird ein lineares Modell

Q = 50 + ﬁ1$ (522)

formuliert. Die Variable x hei3tim Regressionskontext ,,unabhéangige Pra-
diktorvariable® (auch independent variable, predictor, regressor) und y
die ,,abhangige Antwortvariable* (response, criterion), was aber keinen
realen Ursachen-Wirkungs-Zusammenhang impliziert und damit nicht ver-
wechselt werden sollte. 5, und 5; heiBen die Regressionskoeffizienten, die
den Y-Schnittpunkt und die Geradensteigung beschreiben?. Sie kdnnen
durch Minimierung der Standardkostenfunktion (Gl. 5.16), der Summe der
quadratischen Fehler

N

QSresiaual = LOFLsp =Y (Gi —:)* = > _(Bo+ frwi —u;)*  (5.28)

=1 [

(Least-Square-Error, LSE) direkt und analytisch berechnet werden:

_ Zz(xl —7)(yi — )
b = AL (5.24)
Bo = y—biT.

2(Jblicherweise werden im Kontext der Regression die Koeffizienten als «, 3, oder all-
gemeiner als 3; notiert. Daher wird hier von der in Abs. 5.2 eingeflihrten Notation abge-
wichen.
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Fehler und Signifikanz

Wie sicher beschreibt das lineare Modell die Daten? Eine (ungefahre) Nor-
malverteilung der Daten vorausgesetzt, geben hierzu die Standardfehler
der Parameterschatzungen Auskunft

1 z2
S.6.(ﬁ0) = 8\/N + m (525)
se(B) = > it 5.26
W K " (029
> iy —9)? = 67 3 (i — @)?
s = \/ N5 (5.27)

s wird gelegentlich auch als “Standardfehler der Regression“ bezeichnet.

Erwarten wir eine bestimmte Geradensteigung (), kann die Abwei-
chung einer empirische Steigung ; auf Signifikanz mit der t-Statistik

BB
s.e.()

und deren kritische Werte Uberprift werden (s. Abschnitt4.7.2). Insbeson-
dere kann man damit erfahren, ob Uberhaupt ein signifikanter linearer Zu-
sammenhang y(z) besteht, indem man gegen die Nullhypothese 5, = 0
testet.

t

, v = N — 2 Freiheitsgrade (5.28)

Konfidenzbereich

Bei der Betrachtung des Konfidenzintervalls einer y-Schatzung ist zu be-
achten, dass durch die Steigungsunsicherheit das Intervall zunimmt, je
weiter der z-Wert von z entfernt ist. Der Standardfehler der y-Schatzung

in GI.5.22 st
se. (@) = 3\/ % + % + % (5.29)

und skaliert mit dem kritischen Wert der t-Statistik mit (N-2) Freiheitsgra-
den mit dem gewtinschten Signifikanzniveau. Fir einen konkreten Wert x
ist m = 1 (bzw. noch allgemeiner ist m die Anzahl der Messungen, mit
denen der neue z’-Wert bestimmt wurde, Zar 1996).
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Wie zeichnet man den Bereich mdglicher Regressionsgeraden? Hier
ist die 2’-Bestimmungsunsicherheit nicht wichtig und der --Term wird 0
gesetzt. Abb. 5.8 zeigt zwei Regressionsgeraden mit je 95 % Konfidenzre-
gionen, die schmale mit m = 0 und die weitere mit m = 1 (Albert, Arnrich,
Rosendahl, Beller, Walter, Mortasawi, Dalladaku und Ennker 2002).

60 ; ; ; - 60 5K ; ; ; -
[ CKMB = 0.127 * ACT + 11.% (=0.128) [ CKMB = 0.0554 * A;C‘rx+ 13¢ (r=0.0892)
50 1 s0f
40|
30F

20

Abbildung 5.8: Beispiel fir Konfidenzanalyse in der linearen Regression: zwei
Verfahren zur Ruhigstellung des Herzmuskels bei einer Herzoperation mit Herz-
Lungen-Maschine: (a, links:) fir eine so genannte kristalloide Kardioplegie
(injizierte Ldsung) (b, rechts:) fur eine Spilung mit Kalium-angereichertem
Blut (s. auch Kap.9). Aufgetragen ist ein spezifischer Schadensindikator fir den
Herzmuskel, dem CKMB-Blutwert versus der Aortenklemmazeit (aortic clamp time
ACT mit Stillstand des Herzens). Die Verschiebung der Regressionsgeraden be-
deutet einen Vorteil von Variante (b), der mit der Dauer des Eingriffs zunimmt.
Die Absicherung der Signifikanz erfolgt zuséatzlich Uber die stufenweise, multiva-
riate Regression (s.u.). Hier werden zwei Terme hinzugenommen, isTypeC, is-
TypeC*ACT, die den Kardioplegietyp in dichotomer Kodierung enthalten. Beide
Terme erwiesen sich als signifikant. Die inneren blau markierten Konfidenz-
regionen enthalten mit 95 % Wahrscheinlichkeit die (unter den Modellannahmen)
-wahre“ Regressionsgerade — das auBere, durch blaue Punkte markierte Band
beschreibt die Konfidenzintervalle fir eine Schatzung CKMB(ACT). Im Mittel lie-
gen 5% der Punkte auBerhalb.
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Varianzanalyse und Pearson’s r

Die Gesamtvariabilitdt der abhangigen Variablen y wird als Quadratsum-
me der Mittelwertsabweichungen (total sum of squares) berechnet.

QSiota = > _(yi — 9)° (5.30)
Sie lasst sich durch die Regression in zwei Anteile zerlegen:
QStotal = QSregression + QSresidual (531)
wobei die Variabilitat der linearen Regression sich darstellt als

QSregression = Z(gz - g)Q = [ZZ(; zl‘:j)—(y;); g)] = ﬁl Z($z - fi') (yz - ?3)
(5.32)

und Q.S,..siaua der Kostenfunktion Gl. 5.23 entspricht.

Setzt man die beiden GréBen ins Verhaltnis, bekommt man

2 QSregression [Zi(l‘z )(yz y)]2

S IEE L ) S oD R
den durch die Regression determinierten Anteil der Gesamtvarianz, der
gleich dem Quadrat von Pearson’s r ist (vgl. Gl. 4.84). 2 wird daher auch
coefficient of determination genannt. Zum Beispiel erklart ein Regressi-
onsmodell mit » = 0.9 genau 81 % der Varianz, wahrend 19 % unerklart
bleiben.

Eine weitere geometrische Interpretatlon ergibt die N- dimensionale Ein-
bettung der Mittelwertabweichung X; = (z; — z) und Y; = (y; — 7). Dann
beschreibt

r=cos Z(X,Y) = (|IX||||Y|)'X-Y (5.34)

den Differenzwinkel der beiden Abweichungsvektoren.
Verallgemeinerte und multivariate lineare Regression

Das lineare Modell kann auf mehrere (m) unabhangige Regressionsvaria-
blen X, erweitert werden:

X) =0+ > BX; (5.35)
j=1

Die Variablen kénnen verschiedenen Ursprungs sein:
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X, sind quantitative EingangsgroBen;

Transformationen von quantitativen EingangsgréBen (y/z,logz, .. .);

Nominalexpansionen von kategorialen Variablen;

nichtlineare Basisfunktionen: Zum Beispiel kann ein Polynomfit m-ter
Ordnung y(x) = Gy + Sz + B2a® + ... + B,2™ durch die Kodierung
X; = X{ formuliert werden;

e Variableninteraktionen, zum Beispiel X35 = X; - X5 .

Diese Verallgemeinerung der linearen Regression ist auch unter dem Na-
men Generalized Linear Least Square Model bekannt, wobei sich der Ter-
minus ,linear” hier auf die Linearitat der Modellparameter 3; bezieht, auch
wenn nichtlineare Basisfunktionen Verwendung finden.

Die N Regressionstrainingsdaten bestehen aus Tupeln (x;, y;), wobei
xX; = (Ti1, Tio, - - ., Tim) T €IN Vektor aus den direkten oder durch Basisfunk-
tionen abgeleiteten EingangsgréBen ist. Bildet man eine N x (m+1)-Matrix
X mit den Zeilen der Eingabevariablen (mit einer vorangestellten 1) und
einen Vektor y aus den N y;-Werten, kann der quadratische Fehler der
linearen Regression (vgl. Gl. 5.23) kompakt notiert werden:

N

QSresiaual(B) =Y _(yi — f(2:))* = (y — XB)"(y — XP). (5.36)
i=1
Dies ist eine quadratische Funktion mit m + 1 Parametern. Differenzieren
nach (3 liefert
aCgsresidual

op
Ist X nicht singuldr und die Kovarianzmatrix X”X positiv definit, findet

sich die eindeutige Lésung der Schatzung 3 durch Nullsetzen der ersten
Ableitung

— —2X"(y — X5). (5.37)

4= (XTX)'X"y. (5.38)

Konfidenzbereiche und Signifikanztest

Die Varianz der Parameterschatzung ist

Var{3} = (X"X) 1¢? (5.39)
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mit der erwartungstreuen Varianzschatzung

N

1
0 L PSS
6° = N—m—lz(‘% Ui)”~. (5.40)

i=1

Um die Nullhypothese zu testen, die besagt dass ein einzelner Para-
meter 5; = 0 ist, wird der Z-Score

5
U\/C_j
gebildet und gegen den kritischen (1 — «)-Wert der Standardnormalvertei-

lung verglichen. Hierbei bezeichnet c; das j-te Diagonalelement der Matrix
(XTX)~L.

(5.41)

Zj:

In &hnlicher Weise kann man den Konfidenzbereich C fir den ganzen
Parametersatz $ abschatzen:

Cs = {B1(8—B)'XX(8 - B) < 2" } (5.42)
wobei 2. den kritischen (1 — «)-Wert der x>-Verteilung mit (m + 1)
Freiheitsgraden ist. Eine lllustration dieses elliptischen Bereiches findet
sich in Abb. 5.9.

Fr einen neuen Datenpunkt x stellt sich die Frage, wie man das Kon-
fidenzintervall der y(x)-Schatzung ermittelt. Im Prinzip ergibt sich das In-
tervall aus dem Parameterbereich { (1 : x7)3|3 € Cs}. Einfacher ist es,
das Konfidenzintervall durch den Standardfehler

s.e.(y(x)) = o/xT(XTX)1x (5.43)

und dem kritischen Wert der t-Statistik (mit N — m — 1 Freiheitsgraden)
abzuschatzen.

Sind Variablen X; linear abhangig, leidet die Matrix unter Rangdefizit.
Ein robustes Verfahren zur allgemeinen und robusten Lésung der Matrix-
gleichung Gl.5.37 ist das SVD-Verfahren.

Das Singular-Value-Decomposition-Verfahren (SVD) ist technisch ei-

ne Hauptkomponentenanalyse (PCA) und zerlegt eine N x M groBe X-
Matrix in drei Matrizen

X =UDV” (5.44)
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B2 BiBo Verbundener Konfidenzbereich

4

i
B2 Cl

v A

[51 Konfidenzintervall Bl
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Abbildung 5.9: Die Punktwolke symbolisiert die Verteilung der Modellparameter
in Projektion auf 5; und gs. Die isolierten Konfidenzintervalle fir 31, 52 sind durch
die gestrichelten Linien gekennzeichnet. Die Ellipse umschreibt den Konfidenzbe-
reich C3 mit s = x3 45 (Gl. 5.42). Die Halbachsenrichtung j ist die j-te Spalte der
V-Matrix, skaliert mit s/d;. In diesem Fall erklaren die isolierten Variablen
X1, X2 unsicherer (groBe Konfidenzintervalle auf den 31, 32-Achsen) als beide
gemeinsam bzw. deren Rekodierung (i.e. Projektion auf die V-, V5-Achsen). An-
genommen, das Konfidenzintervall von 3, wirde die 0 einschlieBen, dann wiirde
die univariate Betrachtung X als unsignifikant ablehnen. Fur die Merkmalsaus-
wahl vergleicht man daher besser komplette Regressionsmodelle, s. Abs.5.7.1.

mit besonderen Eigenschaften: U ist eine N x M Matrix und spaltenweise
orthonormal; V7 ist von der GroBe M x M und orthonormal; D ist eine
M x M groBe Diagonalmatrix mit nicht-negativen Elementen. Wegen der
Orthonormalitat U7U = VTV = 1 ist die inverse Matrix

X! = V[diag(1/d;)]U". (5.45)

U, D, V sind effektiv (und bis auf Spalten- und Zeilenpermutationen ein-
deutig) mit der Householdertransformation bestimmbar. Haufig wird die
Permutation ermittelt, die die d; absteigend sortiert enthalt. Damit ist Spal-
te v, die so genannte ,1. Hauptachse® (principal axis). Sie ist die varianz-
starkste Richtung in X, v, ist die dazu senkrechte Richtung mit der zweit-
starksten Varianz usw. Die Transformation VZz ist auch als Karhunen-
Loeve-Verfahren bekannt.

Ein Rangdefizit der Matrix X wird durch ein (oder mehrere) verschwin-
dende Diagonalelemente d; ~ 0 angezeigt. Setzt man das entsprechende
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inverse Diagonalelement von D! (statt oc) zu 0, kann man zeigen, dass
man den Vektor 3 = X'y erhalt, der optimal im Sinn des kleinsten Feh-
lerquadrates der Gl. 5.23 ist.

Ein Nebengewinn der Lésung mittels SVD ist das Zusatzwissen um
die Korreliertheit der Parameterunsicherheiten. Der Konfidenzbereich ist
gemaB Gl.5.42 von elliptischer Form, die sich an D und V direkt able-
sen lasst. Sind Variablen korreliert, dann zeigt sich dies in elongierten,
gekippten Ellipsen in einem Parameterplot. Abb. 5.9 illustriert die Isolinien
fir zwei 5-Komponenten.

Signifikanztest mit der F-Statistik

Einen aquivalenten Signifikanztest bietet die F-Statistik, die eng mit der
ANOVA-Methode verknUpft ist (Abs. 4.8). Haufig méchte man eine Test-
aussage Uber den simultanen Einschluss von einer Gruppe von Variablen
in die Regression. Dies ist zum Beispiel flr die Expansion einer Nomi-
nalvariablen mit Kardinalitat £ oder bei verbundenen Basisfunktionen von
Bedeutung. Mit der F-Statistik vergleicht man zwei Modelle, das kleinere
mit mgmqu + 1 Parametern und das groBere mit my,,4 + 1. Die Nullhypothe-
se besagt, dass die m4,gc —msman Parameter im gréBeren Modell schadlos
gleich Null gesetzt werden kdnnen. Die F-Statistik misst die Anderung der
residualen Quadratsumme pro zuséatzlichem Parameter, normiert auf die
geschatzte Standardabweichung:

eresidual,small7eresidual,la7‘ge
F — Miarge ~Msmall (5 46)
eresidual,large ’ ’
melargefl

Der kritische Vergleichswert ist die gewlnschte Quantile der F'-Verteilung

V7 miarge =msmau N-miarge=1 | die sich mit steigendem N der VX miarge~maman Sta-
tistik anndhert (s.a. Abs. 4.7.5).

Stufenweise Merkmalsselektion

Alle verflgbaren X ;-Variablen in die Regression einzubeziehen, liefert oft
eine bescheidene Schatzgenauigkeit fur neue Daten. Eine verbreitete Me-
thode ist die Beschrankung auf eine geeignete Teilmenge von Merkmalen.
Stufenweise multivariate Regression bezeichnet Verfahren, die heuris-
tisch nach den signifikantesten Teilmengen suchen.
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Die vorwarts stufenweise multivariate Regression startet ohne er-
klarende Variable und figt jeweils dasjenige Merkmal hinzu, das den gr6B-
ten Erklarungsgewinn im jeweiligen Iterationsschritt einbringt. Findet sich
mittels F-Test keine signifikante Verbesserung mehr, wird gestoppt.

Umgekehrt startet das Verfahren der riickwarts stufenweise multiva-
riaten Regression mit allen potentiellen Variablen und schlieBt sukzessi-
ve das am wenigsten signifikanteste Merkmal aus, i.e. die Variable, die mit
dem kleinsten F’-Wert den geringsten Erklarwert anzeigt.

Hybride stufenweise multivariate Regression: Aufgrund von kom-
plexen Merkmalskorrelationen kann i.d.R. nicht garantiert werden, dass
die optimale Merkmalskonfiguration gefunden wird. Eine vollstandige Su-
che nach Kombinationen ist aber nur bei wenigen Merkmalen praktikabel.
Eine Verfeinerung der Suchstrategien ist das Zulassen von intermittieren-
den Wachtums- und Schrumpfungsphasen. Es werden zwei verschiede-
ne Signifikanzniveaus gewahlt: zum Beispiel eine Irrtumswahrscheinlich-
keit von a, = 5% flr einen Parametereinschluss und o = 10% fur das
Auskoppeln des schwéachsten 5-Wertes. Dies erzeugt eine Hysterese und
verhindert unerwiinschtes Oszillieren. Die Suche wird beendet, wenn kein
Parameter diese Kriterien mehr erflllt, spatestens nach einer vorgegebe-
nen Schrittzahl (z.B. Hastie et al. 2001).

Hauptachsenregression

Die Hauptachsenregression (Principal Component Regression, PCR) flihrt
die Regression nicht in dem von (1 : x) aufgespannten Raum durch, son-
dern von abgeleiteten, d.h. Karhunen-Loeve-transformierten GréBen. Wie
in Abb. 5.9 illustriert, kann es bei korrelierten Variablen sehr vorteilhaft
sein, die Hauptkomponenten tber SVD zu suchen, da sich dann varianz-
kleinere 3; von varianzgr6Beren 3; trennen lassen. Die Kernidee ist also
nicht alle, sondern nur die ersten ¢ Hauptkomponenten z = VT (x7)7 ein-
zubeziehen. Da die Hauptkomponentenanalyse nicht skaleninvariant ist,
werden typischerweise in einem Vorverarbeitungsschritt alle {x?}- spal-
tenweise linear transformiert (zentriert auf Mittelwert 0 und skaliert auf Va-
rianz 1). Die optimale Anzahl ¢ der einbezogenen PC-Achsen kann mittels
F-Tests bestimmt werden. SchlieBt man alle Komponenten ein (g = p+ 1),
ist die PCR aquivalent zur normalen linearen Regression.
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Parameterregularisierung

Die stufenweise Regression ist ein diskreter Suchprozess, der entschei-
det, ob je ein Merkmal einbezogen wird oder nicht. Dabei sind subopti-
male Entscheidungen nicht zu vermeiden. Das PCR-Verfahren nutzt nicht
nur hinsichtlich Informationen Gber Korrelationen, sondern ist dabei auch
ein diskreter Suchprozess. Eine andere Strategie der Varianzreduzierung
ist mehr gradueller Natur. Zusétzlich zur Kostenfunktion in Gl. 5.23 werden
Nebenbedingungen gestellt. Diese sind so formuliert, dass etliche vari-
anzerzeugende (3;-Parameter schrumpfen oder gar verschwinden.

Die Ridge-Regression formuliert einen quadratischen Strafterm in der
Minimierungsvorschrift fir die Parametersuche

N

[3rioe = argmin {Z(yZ — o= Y wiiB) A 532} : (5.47)
P =1

i=1

Hier ist A > 0 ein Komplexitadtsparameter, der groBe ||5|| zunehmend be-
straft (Hoerl und Kennard 1970). Die Idee ist analog zum Weight-Decay-
Verfahren in Neuronalen Netzen. Im 3-Parameterbild von Abb.5.9 kann
man die Wirkung erlautern. Richtungen mit hoher (-Varianz mdéchte man
schrumpfen, zugunsten von Richtungen mit kleiner -Varianz (und rezi-
prok groBem d). Man kann zeigen, dass Gl.5.47 im Hauptkomponenten-

bild der Matrix X genau dies bewirkt: Es bringt den Korrekturfaktor d2+A <

1 in die j-Hauptkomponente ein. Dabei ist A = 0 wirkungslos und A>0
schmalert die Projektionswirkung in der gewlnschten Weise: und das um-
so starker, je kleiner d; (und damit die 3;-Varianz groBer) ist. Den kontinu-
ierlichen Komplexitadtsparameter A kann man durch Kreuzvalidierungsex-
perimente bestimmen.

In der Regel verschwinden die -Parameter mit steigendem X erst spat
und nicht nacheinander. Dies ist fir die Verbesserung der Interpretierbar-
keit des Regressionsmodells also noch kein Gewinn.

Tibshirani (1996) schlug einen modifizierten Strafterm in der Lasso-
Regression vor. Statt der quadratischen Metrik A Y7, 37 in GI.5.47 flhrt
die Absolutmetrik A3 ", |3;| dazu, dass mit wachsendem A nach und
nach g;-Parameter zu Null werden. Damit verbindet die Lasso-Regression
die kontinuierliche Parameterschrumpfung mit dem Interpretierbarkeitsge-
winn durch weniger Eingangsterme X;. Im Vergleichstest schneidet Lasso
auch vorteilhaft beim Pradiktionsfehler ab (Hastie et al. 2001, S. 57).
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5.7.2 Logistische Regression

Die logistische Regression gehort zur Klasse der verallgemeinerten linea-
ren Modelle und verwendet die Fermi-Funktion
e 1

fermi(n) = o =7 e

e [0, 1] (5.48)

um eine Zielfunktion aus dem Wertebereich [0, 1] zu modellieren. Damit
eignet sie sich besonders um die Eintrittswahrscheinlichkeiten =

m =mn(n(x)) = fermi(n(x)) (5.49)

eines dichotomen Ereignisses aufgrund einer Linearkombination »
n=mn(x) =0+ Y Bz; =logit(r). (5.50)
j=1
von m erklarenden (,unabhangig“ genannten) Variablen z; zu beschreiben.

Die logit-Funktion
logit(7) = In

(5.51)

— T
ist genau die Umkehrfunktion der Fermi-Funktion in Gl.5.48, d.h.

n = logit(r) und w = fermi(n).

Logit ist ferner der Logarithmus des erwarteten Eintrittsverhéltnisses ,,1“ zu
,0"“ (Quote, odds). Der Erwartungswert der dichotomen (in {0,1}-Kodierung)
Zielvariable Y ist

EY}=pY=1)-14+pY =0)-0=7-1+(1—m)-0=m. (5.52)

Das Datenmodell erlaubt flexibel sowohl metrische als auch katego-
riale Merkmale zu kombinieren. Ist die unabhangige (Eingangs-) Variable
x; bindr {0,1} kodiert, so ist das Quotenverhéltnis (s. Gl.4.69) fir diese
Variable

Ta,=1
1*7%1-:1
T, =0

odds ratio OR; = =exp ;. (5.53)

1*7%1-:0

Die logistische Regressionsaufgabe besteht darin, aus den vorliegen-
den Daten {z;;} den Parametervektor 3 € IR™*" zu ermitteln. Abb.5.10
zeigt ein m = 1-dimensionales Beispiel mit zwei zu schatzenden Variablen

o, B1-
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Abbildung 5.10: Logistische Regression: Die Kreuze zeigen 85 Punkte (z;, ;)
mit z; als erkldrender Variablen und y; € {0,1} als bindrem Ergebnis. Die Daten
deuten an, dass y = 0 fir z < O und y = 1 fir z > 0 wahrscheinlicher ist. Die
durchgezogene Fermi-Kurve zeigt eine damit konsistente Schatzung der Eintritts-
wahrscheinlichkeit p(y = 1|z) = w(x) = 1/[1 + exp(—(Bo + f12))]-

5.7.3 Lokale Logistische Regression
mittels der Maximum-Likelihood-Methode

Die Notation der folgenden Herleitung ist an zwei Stellen verallgemeinert.
(i) Insbesondere bei kategorialen Daten kénnen mehrfache Datenbeob-
achtungen vorliegen (zum Teil mit uneinheitlichem Ergebnis); (ii) ferner
wird hier eine Gewichtung ¢; jedes Datenpunktes eingefiihrt, die spater
erlaubt, von einem globalen (¢; = 1, Vi) zu einem lokal gewichteten Re-
gressionsmodell Uberzugehen.

Gegeben seien N Datenpunkte aus IR™, davon seien [ verschieden.
Mit einer vorangestellten Konstante 1 werden alle Datenpunkte i so zu
einer I x (m + 1) dimensionalen Matrix X vereinigt, dass die i-te Zeile
gleich X; = (1, z;1, T2, - . . T4y ) iSt. Der i-te Datenpunkt sei n; mal beobach-
tet und zahle y; positive Ausgange (und damit n; — y; nicht positive). Die
Gesamtzahl der unabhangigen Beobachtungen ist Zle n; = N. L.d.R. ist
far kontinuierliche Variablen I = N mit n; =1 (V7).

Die logistische Regressionsaufgabe besteht darin, den Parametervek-
tor 3 € R™** zu ermitteln, der die Likelihood p(X|3) gemaB Gl.5.2 maxi-
miert. Alle Datenpunktschatzungen

1 : —
T = 7T(77@) = P mit n; = Xzﬁ = Zoﬁj]?ij (554)
‘]:
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bilden gemeinsam die Verbundwahrscheinlichkeit der Likelihood

lik(8) = H (781 — my)mivi] (5.55)

als Produkt der I unabhangigen Binomialdichtefunktionen, potenziert mit
den Gewichten g;. Z.B. hatte damit ein Gewicht g; = 2 dieselbe Wirkung
wie das doppelte Auftreten des Datenpunktes i.

Die Likelihood /ik(3) wird leichter handhabbar durch Logarithmierung,
was zur Log-Likelihood

L(B) = log(lik(B Zgz yiInm; + (ni — y;) In(1 — 7;)] (5.56)

und mit Gl. 5.51 zu

I

L(B) =" gi [y + niIn(1 — m;)] (5.57)

i=1

flhrt. Die Maximierung von L(3) erfolgt durch Nullstellensuche in den par-
tiellen Ableitungen

% Zg — i)z, mit ae{0,1,...p}. (5.58)

Da sich die zweite Ableitung, die Hessematrix

aﬁaaﬁb ZZ ginmi(1 — 7)) Tiq i (5.59)

recht einfach darstellen lasst, kdnnen Optimierungverfahren zweiter Ord-
nung effizient eingesetzt werden.

Das Expectation-Maximization-Verfahren

Bei genauer Betrachtung zeigt sich, dass das Problem, die unbekannten
(-Parameter zu schatzen, verwoben ist mit der Maximierung der Like-
lihood. Eine vielseitig Losungsstrategie ist das Expectation-Maximization-
Verfahren (EM-Verfahren) (Dempster et al. 1977). Hierbei nahert man sich
iterativ der Losung, indem zwei Schritte alternieren:
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logLikelihood

beta0

Abbildung 5.11: Die Log-Likelihoodfunktion L(3) tber der 3y, 51 Landschaft ei-
nes m = 1 dimensionalen Problems, s. Abb.5.10. Das Maximieren von L bezlg-
lich des (3-Vektors liefert die Lésung der logistischen Regression. Die Form des
Maximums tragt Informationen Uber die Gite der Parameterschatzung (s. Vari-
anzschatzung Gl. 5.67).

E-step: Im E-Schritt wird die Erwartungschatzung erneuert, d.h. anhand
des besten -Vektors werden Gl.5.54 und 5.56 ausgewertet.

M-step Die Maximierung der Likelihood wird M-Schritt genannt.

Der M-Schritt nach dem Newton-Raphson-Verfahren verbessert 3,
ausgehend von einem Startvektor 5¢=%, wie folgt:

B = g0 _ (V5V,L0) v, (5.60)
Dies lasst sich in Matrixschreibweise formulieren:
gy = g0 4 (XGAVX) ' XTG(y — @)  mit (5.61)
g = | ie {1, 1), (5.62)
G = diag[g;] und (5.63)
A® = diag[nx® (1 — 7] (5.64)
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Die oberen Indizes ¥ markieren, welche GréBen nach jedem lterations-
schritt erneut zu berechnen sind, denn mit 3® verandern sich ja die er-
warteten Wahrscheinlichkeiten 7"’ und die Likelihood L.

Levenberg-Marquardt fiir logistische Regression

Die Abb. 5.11 zeigt die Log-Likelihoodlandschaft Uber die Parameter 5, 5;.
Hierbei wird deutlich, dass eine lokale, elliptische Formanpassung nicht
dberall das Maximum gut anndhert. Um moglichen Konvergenzproblemen
zu begegnen, gibt es mehrere Moglichkeiten. Eine besonders robuste, die
gleichzeitig mogliche Probleme mit der Invertierbarkeit der Hessematrix
elegant 16st, wurde von Levenberg und Marquardt (1963) vorgeschlagen.
Es ist eine graduelle Mischung aus Verfahren erster und zweiter Ordnung.
Die Kernanderung dabei ist, die Gl. 5.60 durch eine nicht-negative Diago-
nalbeimischung zur Hessematrix V5V 3L + I zu ergénzen. Der Algorith-
mus startet mit einem kleinen Levenberg-Marquardt-Parameter \

1. Start mit¢t =0, A = 0.001 und 8. Dann lteration:
2. E-Schritt: Berechne n;, m;, V5 L®, V3V 5 L® mit Gl. 5.58 und 5.59

3. M-Schritt:
BED = B0 _ (V5V L0 + M) VL0 (5.65)

4. IF L(p*Y) < L(B®) THEN ) := 10A und GOTO 3
5. IF( Abbruchkriterium ) THEN STOP

»

. A:=A/10und t:=t+ 1und GOTO 2

Die lteration wird abgebrochen, wenn die Konvergenz festgestellt wird, i.e.
entweder

e die Parameterénderungen klein werden: ||3#+1) — g0|| < ¢,
o die Likelihood-Anderung klein wird: (LD — L®)/L® < ¢, oder
e die maximale lterationszahl Gberschritten wird: ¢ > ¢,,4.:

o alle erwarteten Werte entweder 0 oder 1 sind,
d.h. Vi : 7Tz(1 — 7TZ‘) < €3~ 1078,
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Mit kleinem Levenberg-Marquardi-Parameter A\ verhalt sich der Algo-
rithmus wie das Newton-Raphson-Verfahren. Bei erfolgreicher Extremali-
sierung wird der Schritt akzeptiert (¢ := ¢+ 1) und XA noch weiter verkleinert.
Wenn es zu Verschlechterungen kommt, wird der Schritt wiederholt und A
zugig vergroBert. Mit wachsendem X\ wird die Matrix diagonal dominiert
und das Verfahren wird zum steepest-descent-Verfahren, das sich in glei-
cher Weise robust bei einer schlecht konditionierten Hessematrix verhalt
(s.a. Press et al. 1988).

Varianzschatzung und Konfidenzintervalle

Im Limes groBer Datenpunktanzahlen N konvergiert die negative Hesse-
matrix (auch Informationsmatrix genannt) gegen die Kovarianzmatrix der
Datendichte. Nachdem die ML-Schatzung /3 vorliegt, ergibt sich daraus die
asymptotische Kovarianzmatrix der (3-Verteilung

C(B) = (XTAGX)!. (5.66)

Der Standardfehler der einzelnen Parameterschatzung Bj ist gleich der
Quadratwurzel des j-ten Diagonalelementes der Matrix C(B). Anhand der
Standardnormalverteilungsperzentilen Q{\IQ/Q werden daraus Konfidenzin-
tervalle fiir die 3, bestimmbar (Agresti 1990).

Fur einen konkreten Datenpunkt x, kann das Konfidenzintervall C'I der
Eintrittswahrscheinlichkeit 7(x,) ermittelt werden. Hierzu werden die Inter-
vallendpunkte mit L = x, und 0*(L) = xI'C(4)x, auf der Logit-Skala zu
Wahrscheinlichkeiten transformiert:

-1

Ol oy ((x,) = [Hexp (—xmczﬁfam/xzf:@)xq)] - (567)

Modellvergleich mit dem Likelihood-Ratio- und dem Wald-Test

Man kann zeigen, dass sich die Differenz der Log-Likelihood-Statistiken
zweier Modelle M, M, (s. Gl.5.56), von dem das erste ein Spezialfall des
zweiten ist, sich (fiir groBe Fallzahlen) nidherungsweise wie die x? Statistik
verhalt (Kleinbaum 1994). Daraus ergibt sich die Likelihood-Ratio oder LR-
Statistik

lik(My)

— 2]
LR N lik(My)

=2(L(Ms) — L (M)) . (5.68)
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Die Nullhypothese ist die Zufélligkeit des Modellunterschiedes, d.h. LR ~
Xz.s.- Die Anzahl der Freiheitsgrade v = d.f. fir die x*-Vergleichsstatistik
wird gleich der Differenz der Parameterzahl der beiden Modelle gewahlt.

Ein anderer Weg des Hypothesentests ist unter dem Namen Wald-
Test bekannt. Er eignet sich insbesondere um Modellunterschiede bzgl.
eines Parameters zu testen. Die Nullhypothese H, ist, dass ein Parameter
i einer logistischen Regression nicht zutraglich ist, d.h. 5; = 0. Fir groBe
Stichproben verhalt sich

~

Bi
s.e.(3;)
(5.69)
unter der Nullhypothese H,. Zusatzlich nahern sich mit wachsender Stich-
probengréBe Z3,,,, und LR an. Der Wald-Test ist einfach auswertbar. Die
Tab. 5.1 listet ein logistisches Regressionssergebnis inklusive des Stan-
dardfehlers (s.e.) von 3, Zy .4, den ermittelten p-Wert und die odds-ratio.

Zwaa = N(0,1) oder Zj .~ Xis;—1 Mt Zyaa=

Variable Ergebnis se. Z% ., p OR
g (B) Wert e

Konstante Bo=-4,542 0,280 263,62 0,000

Kritischer praop. Zustand Gerrr=1,322 0,253 27,35 0,000 3,752

Chronische Lungenkrank. Opurm= 1,256 0,237 28,10 0,000 3,511
Creatinine Clearance <55 Beo<ss= 0,908 0,193 22,23 0,000 2,481
Herzauswurfvolumen niedrig  SBrver= 0,596 0,170 12,27 0,000 1,816
Pulmonaler Bluthochdruck Bspre= 0,667 0,225 8,77 0,003 1,948
Notfall-Op OBemer= 1,076 0,382 7,95 0,005 2,933
Alterskodierung Bace= 0,156 0,059 6,98 0,008 1,169

Tabelle 5.1: Ergebnisse der logistischen Regression fir das Versterbensri-
siko bei herzchirurgischen Operationen unter Einschluss der Merkmale des
EuroSCORE-Risikobewertungssystems, das in Abs. 9.1.2 beschrieben wird.

5.7.4 Integrales GutemaB fur dichotome Merkmalsschat-
zer:
ROC-Analyse

Modelle, die das Auftreten eines dichotomen Merkmals schéatzen, sind
in vielen Anwendungen bedeutsam. Zum Beispiel kann ein Risikomodell
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Schlaganfall oder Versterben im Umfeld eines chirurgischen Eingriffes pro-
gnostizieren (s. Kap.9) oder eine Alarmanlage entscheidet anhand von
Sensorsignalen, ob eine Person in einen Uberwachungsbereich eindringt
oder nicht. I.d.R. wird in solchen Systemen intern eine ordinale oder konti-
nuierliche GréBe entwickelt, die monoton mit der in Frage stehenden Ein-
trittswahrscheinlichkeit zusammenhangt. Sie kann letztendlich mit einem
Schwellenwert A verglichen werden, um z.B. Alarm auszulésen oder von
einer Operation Abstand zu nehmen.

Einschatzung: || definitiv | wahrs. | fraglich | wahrsch. | definitiv
normal | normal abnorm | abnorm
Goldstandard: x=1 x=2 x=3 x=4 x=5
Normal (-) 33 6 6 11 2
Abnormal (+) 3 2 2 11 33
Total | 38 | 8 | 8 | 22 | 3 |

Tabelle 5.2: Zahlenbeispiel fiir artzliche Befundung von 109 CT-Bildern von 58
gesunden (Normal) und 51 kranken Patienten mit Klassifikation in 5 Kategorien.

Dichotome Klassifikatoren (oder allgemein Merkmalsschatzer) mit ei-
nem solchen internen Parameter A kdnnen mit der Receiver Operating
Curve (ROC) Analyse in einer integrierten Form evaluiert werden. Im Fal-
le der logistischen Regression wird der Erwartungswert nach GI. 5.52 zum
Vergleich herangezogen. Es kdnnen aber auch ordinale Schatzungen sein:
Tab. 5.2 zeigt ein Zahlenbeispiel fur die arztliche Beurteilung von Gewe-
be nach Réntgen-CT-Bildern. Der ,interne” Parameter ist hier die ordinale
Klassifizierung in fanf Stufen =z € {1,2,3,4,5} von ,definitiv normal“ Gber
Jraglich® bis ,definitiv krank”. Legt man die Entscheidungsschwelle auf
A=1.5, 2.5 oder 3.5?

Grundlage des Vergleichs ist das Wissen um die wahre Klasse bzw. ei-
ne Referenzklassifikation, des ,Goldstandards®. Andert sich die Schwelle
effektiv, ergibt sich eine Verlagerung innerhalb der 2 x 2-Kontingenztabelle
oder ,Konfusionsmatrix“ (Tab. 5.3), die sich durch die Zusammenfassung
der Falle in der Tabelle 5.2 kleiner und gréBer A\ darstellt. Abb.5.12 illu-
striert den prinzipiellen Zusammenhang graphisch.

Das ROC-Diagramm zeichnet genau diese schatzerspezifische Abhan-
gigkeit mittels der so genannten Sensitivitat (s.u.) versus der so genann-

ten Spezifitat fur alle A\-Wert auf (d.h. per Konvention 1-Spezifitat, s. Abb. 5.7.4).

Die Flache ¢ unter dem Linienzug wird vermessen und gibt einen einzigen
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aussagekraftigen Wert, der ein integrales MaB flr die Pradiktionsgtite des
Schatzers darstellt.

Sensitivitat und Spezifitédt sind anhand der vier méglichen Félle defi-
niert, die in der Entscheidungstabelle 5.3 prazisiert werden:

Sensitivitat - := Goldstan-cli-grd positiv. ~ % = ot
Spezifitdt = Goldstanc-li-a,\:d negativ. % =
Accuracy = ETSCTEREOTCNG - o RN = it
Precision = Einschét;uag positiv ~ ~ % = i

Recall := Sensitivitat = -

Im Bereich des Text-Mining finden die verwandten Begriffe precision,

<D, bl a ) b| a
c C

d d d

Abbildung 5.12: Klassifikation in Abhangigkeit des gewéahlten Schwellenwertes
A: das auBere Rechteck steht fur alle Félle (a+b+c+d), das innere flr die positi-
ven Félle (a+c). Durch die Wahl des binarisierenden Schwellenwertes A, andert
sich die Entscheidungsgrenze des Klassifikators, hier durch die wachsende ElI-
lipse illustriert. (Links) Spezifitdt=1: Nur ein Teil der positiven Falle wird rich-
tig klassifiziert (a=TP), etliche bleiben unerkannt (c=FN) — dafir gibt es keine
falsch positiven (b=FP=0) und die Spezifitdt ist maximal (=1). (Mitte) A mit-
tel: Mehr Falle werden positiv entschieden, manche aber auch falsch (b=FP>0).
(Rechts) Sensitivitat=1: Der Klassifikator ist jetzt maximal sensibel und erkennt
alle positiven Falle, allerdings auch zahlreiche irrtimlich (b=FP, hier c=FN=0).
Welcher \-Wert macht den Klassifikator am empfindlichsten? Vergleicht man die
Falle links und rechts, wird die Unzulanglichkeit des umgangssprachlichen Be-
griffs ,Empfindlichkeit” deutlich, denn beide Extremfélle sind in ihrem jeweiligen
Sinne hochempfindlich. Die Flache unter der ROC-Kurve ist das richtige Maf3, um
die Diskriminationsgite zu bewerten. Hier wirde sich eine Verbesserung durch
eine Adaptation der Ellipsenform an das Rechteck ausdricken.
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positive Einschatzung

negative Einschatzung

Goldstandard
positiv
(hier abnorm)

korrekte positive
Entscheidung
(a) TP (true positive)

inkorrekte negative
Entscheidung
(c) FN (false negative)

Goldstandard
negativ
(hier normal)

inkorrekte positive
Entscheidung
(b) FP (false positve)

korrekte negative
Entscheidung
(d) TN (true negative)

Tabelle 5.3: Entscheidungstabelle eines binaren Tests mit Definitionen von (ibli-
chen Bezeichnungen (TP, TN,FN,FP) und (a,b,c,d).

0.941 (1)
0.902 (2)
0.863 (3)

0647 @ Abbildung 5.13: Receiver Opera-

ting Characteristic (ROC) Kurve fir
das in Tabelle 5.2 dargestelle ein-
fache Zahlenbeispiel. Jeder Vertex
des Linienzuges entspricht einem
effektiven Schwellenwert. Die Dia-
gonale zeigt die Vergleichskurve fir

) einen Zufallsklassifikator mit der Fla-
06 0.034 0.224 0.328 0.431 1 Che %.

1-Spezivitaet

Sensitivitaet (Schwellwert)

recall und accuracy Verwendung, s. Abs. 8.5. Hierbei ist zu beachten, dass
die Begriffe auf eine konkrete ,positiv‘-Definition bezogen und nicht ver-
tauschbar sind. Die Flache unter der ROC-Kurve ¢ wird i.d.R. als Summe
von Trapezflachen unter dem Polygonzug (Abb.5.7.4) berechnet und ist
als Integralmaf invariant gegen Richtungstausch (positiv—negativ).

Die Flache ¢ < 1 spiegelt die insgesamte Leistungsfahigkeit des Klas-
sifikators in allen méglichen Arbeitspunkten A\ wieder. Mit einem unwis-
senden Zufallsgenerator, der die Klassenzugehdérigkeit auswurfelt, wird ei-
ne Vergleichs-ROC-Flache von & = 0.5 erzielt (s. Abb. 5.7.4; ROC-Werte
® < 0.5 sollten daher nicht vorkommen, sie deuten auf eine falsche Klas-
sendefinition hin). Konstruktionsbedingt steigt die ROC-Kurve stets mono-
ton von (0,0) auf (1,1) (siehe korrespondierende Extremfalle in Abb. 5.12).
Je weiter sich die Kurve dem Eckpunkt (0,1) und damit die Flache & der 1
anndhert, desto mehr Vertrauen darf man dem Kilassifikator schenken.

Die praktische Wahl des Schwellenwertes A héngt von der gewlinsch-
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Abbildung 5.14: (a, links oben:) Receiver-Operating-Characteristics- (ROC)-
Kurve fiir das EuroSCORE-Risikoschatzmodell (s. Abs.9.1.2). Die Standardform
schatzt das Operationsrisiko eines herzchirurgischen Patienten auf einer ganz-
zahligen Skala (Score-Wert). Zur ROC-Kurve (links oben) sind die korrespon-
dierenden effektiven Schwellenwerte X (i.e. hier halbzahlig) in den benachbarten
Graphiken (b) rechts und (c) unten ablesbar. (d) rechts unten sind die akkumu-
lierten Verteilungsfunktionen des Score-Wertes fir die betrachtete Gesamtpopu-
lation V¢ (Score) und fir die Untergruppe der Verstorbenen V¢t (Score) auf-
getragen. In diesen vier Graphiken sind alle wichtigen Entscheidungsdetails
des betrachteten Risikoklassifizierungssystems integriert prasentiert. Die ultima-
tive Verdichtung ist die Angabe der Flache unter der ROC-Kurve (® = 0.753), die
die Pradiktionsqualitat des Klassifikators auf eine einzige Zahl abbildet.
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ten Anwendung ab, genauer gesagt von der relativen Bewertung einer
maoglichen Fehlklassifikation vom Typ FP und vom Typ FN. Sind sie bei-
spielsweise aquivalent, findet sich der optimale Schwellenwert durch An-
legen einer 45°-Geraden an die ROC-Kurve. Der extremste Kontaktpunkt
ist mit der optimalen Schwelle \ assoziiert.

Abb. 5.14 zeigt als weiteres Beispiel die ROC-Kurve fir ein Risikomo-
dell. Durch die horizontal und vertikal assoziierten Graphiken wird die je-
weilige Korrespondenz zur Wahl einer Bindrgrenze )\ dargestellt. Die be-
dingten Verteilungsfunktionen Abb. 5.14d komplettieren das Bild Uber das
Schatzervermdbgen.

Man kann zeigen, dass die Flache unter der ROC-Kurve & sich als
Erwartungswert der Konkordanz interpretieren lasst: D.h. ® ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass der ,interne” Parameter eines zufallig gewahlten posi-
tiven Falles héher ist als der eines zufallig gewahlten negativen Falles.
Wiirde man z.B. annehmen, von zwei Patienten stirbt eher der Altere,
liegt man bei zufélliger Wahl einer zweielementigen Stichprobe, die ge-
nau einen Verstorben enthalt, zu 65,9 % richtig (50 % ware natdrlich trivial,
s. Abb.5.7.4).

Konfidenzintervalle fir die ROC-Flache & kénnen Uber die Wilcoxon-
Matched-Pairs-Signed-Ranks-Teststatistik (s. Abs. 4.12.3) bestimmt wer-
den (Hanley und McNeil 1982). Allerdings sind bei Vergleich zweier Modell
anhand ihrer ¢ Differenzen und dem s.e.(®) Vorsicht geboten (s.u.).

Um die Bedeutung von einzelnen Merkmalen in einer multivariaten Re-
gression zu analysieren, kénnen auch differenzielle ROC-Analysen durch-
gefuhrt werden. Mit dieser Technik kann man zum Beispiel untersuchen,
wie sich das so genannte EuroSCORE-Risikobewertungssystem verbes-
sert lasst (s. Abs. 9.1.2), indem durch Austausch eines Pradiktormerkmals
die Nierenfunktion besser erfasst wird. Da dieser Risikoscore im Bereich
der Herzchirurgie weit verbreitet ist (s. Abs. 9.1.2), bedarf ein solcher Ver-
besserungsvorschlag genauer Analyse.

Abb. 5.7.4 tabelliert und visualisiert die Ergebnisse der differenziellen
ROC-Analyse. Die logistische Regression mit den 18 Standardwerten lie-
fert =0.776 (s.e. 0.018). Tauscht man hier den Serum-Creatinin-Blutwert
gegen einen abgeleiteten Wert, i.e. den binarisierten Creatinin Clearan-
ce (CC) (Nierenfiltrationsrate <55 ml/min), so verbessert sich die ROC-
Flache um 0.0108 auf 0.787. Wie wichtig der Beitrag zur Pradiktions-
glte ist, kann zum einen (i) anhand der ROC-Flache fir jedes isolierte
Merkmal bestimmt; zum anderen (i) kann jedes Merkmal einzeln ausge-
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Abbildung 5.16: Ein Neuron im Mikroskopbild nach Farbung (visueller Kortex der
Katze). Erkennbar sind (von links nach rechts) der Dentritenbaum, der Zellkérper
(Soma) und ein langes Axon

schlossen werden ( 1 aus 18) und der entstehende ®-Verlust bestimmt
werden. Abb.5.7.4 zeigt sie nach Wichtigkeit (i) geordnet und reiht den
(CC<55)-Wert in der Rangfolge ein. Wirde man die Modelle allein nach
®-Differenzen bewerten, wirde man nur das Alter auBerhalb eines Stan-
dardfehlerintervalls finden. Tatsachlich aber ist CC in der ROC-Analyse
das 5.-wichtigste Merkmal in der multivariaten Rangfolge und das aller-
wichtigste univariate Merkmal und ist damit vorteilhafter als Serum Crea-
tinin mit jeweils Platz 14 und 9 (Walter et al. 2003).

Die ROC-Analyse ist sehr aussagekraftig und nicht auf die im Kontext
vorgestellten Regressionmodelle beschrankt.
Im nachsten Abschnitt liegt der Schwerpunkt auf der Familie der so ge-
nannten neuronale Netze. Wie in Abs. 5.2 bereits erwahnt, sind die lineare
und die logistische Regression strukturell sehr eng mit dem Perzeptron,
einem einfachen neuronalen Netzwerkverfahren, verkn(pft.

5.8 Neuronale-Netz-Modelle: MLP

,If the brain were so simple that we could understand it
then we’d be so simple that we couldn’t.” (Lyall Watson)

Neuronale Netze bezeichnen eine Gruppe von Algorithmen, die durch
das Vorbild des biologischen Gehirns motiviert sind. Das menschliche Ge-
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X1
*2
x3
input hidden output
a) b) layer layer layer

Abbildung 5.17: (a, links) Das McCulloch-Pitts-Neuron (1946) als friihes Mo-
dell eines biologischen Neurons ,feuert” (Ausgabe y,=1 sonst 0), wenn die ge-
wichtete Summe der Eingange Zj w;jx; den Schwellenwert w; Gbersteigt. Die bi-
nare Transferfunktion, auch ,Aktivierungsfunktion® genannt, wird haufig zur nicht-
linearen Sigmoide GI.5.11 verallgemeinert und ist Bestandteil des (b, rechts)
Standard-Multi-Layer-Perceptron (MLP). Es ist schichtweise aufgebaut: links
die Eingabeschicht, dann ein oder mehrere ,verborgene“ Schichten (hidden
layers) und eine Ausgabeschicht, die, je nach Anwendungszweck, auch eine li-
neare Transferfunktion besitzen kann.

hirn verarbeitet Informationen génzlich anders als unsere Ublichen Com-
puter (Von-Neumann-Architektur). Es besteht aus sehr vielen (=~ 10'9)
Neuronen, die zudem hochgradig miteinander vernetzt sind (Vernetzungs-
grad ~ 10* — 105). Ein Neuron strukturiert sich (s. Abb.5.16) in seinen (i)
Dentritenbaum, den (i) Zellkérper (Soma) und (iii) ein langes Axon, wel-
che sich meist den Aufgaben (i) Informationseingabe, (ii) -verarbeitung und
(iii) Ausgabe zuordnen lassen. Die Information wird in Form von transien-
ten Potentialanderungen (Spikes) entlang der Zellauslaufer transportiert.
Die Verbindungsstellen zu anderen Neuronen bilden Synapsen: Kontakte,
die die Information mittels Neurotransmitter (spezifische chemische Bo-
tenstoffe) in eine Richtung Ubertragen und zu einer Erregung des Zielneu-
rons beitragen (exzitatorisch) oder dieser abtraglich sind (inhibitorisch).

Neuronen arbeiten im Vergleich zu Computern sehr langsam, hochpa-
rallel und fehlertolerant. Das Studium der Funktionsweise des Gehirns hat
bislang zwar noch nicht zu einer umfassenden Aufklarung geflihrt, aber
dennoch wurden ein Reihe von Mechanismen kognitiver Leistungen erhellt
und Lernalgorithmen und -strukturen entdeckt. Sie I6sen sich unterschied-
lich weitgehend vom biologischen Vorbild und bilden technische Abstrak-
tionen, ,kinstliche neuronale Netze* genannt.
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Abb. 5.17 illustriert und erldutert das historische McCulloch-Pitts-Neuron
(1943) und den Prototyp des neuronalen Netzwerkes, das klassische Multi-
Lagen-Perzeptron (MLP). Es ist ein feed-forward network, d.h. die Aktivie-
rungen werden schichtweise von der Eingabe- zur Ausgabeschicht propa-
giert. In der umgekehrten Richtung wird zum Nachtrainieren der Netzwerk-
gewichte w;; das Fehlersignal (Soll-Ist-Differenz) nach der so genannten
Deltaregel propagiert. Die (mehrfache und unabhéangige) Entdeckung die-
ses Verfahrens Mitte der 90er Jahre |6ste einen groBen Aufschwung im
Forschungsfeld der neuronalen Netze aus und gab dem MLP auch den
Zweitnamen Back-Propagation Net. Zur Beschleunigung des Lernens
finden einige raffinierte Lernverfahren (z.B. konjugiertes Gradientenab-
stiegsverfahren) Verwendung (s. z.B. Orr und Miller 1998).

1
c)
12 GWh ‘ ' . . . . 0.8
G Tagesverbrauch g
Vorhersage 1 E 067
[3)
'% 0.4
<
3] o L
(3 | 0.2 7
o
S j . 0
2 h ) A‘ 80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 O
@ |/ N' Stunden
(O]
TALTA B AL TR |
Tagesverbrauch
5GWh Vorhersage
3 GWh i ” M

0 20 40 (IS-IOe' tagg 100 120 140 A
iz /

a) a \

[ YA 4

VA

\4

b)

45 50 55 60 65 70 75 80
Heiztage

Abbildung 5.18: (a,b) Zeitserie des wahren und prognostizierten stadtischen
Gasverbrauchs (seit Anfang der Heizperiode 1. November). Die Schatzung erfolgt
mittels eines 12-3-1 MLP (mit einem linearen Ausgangsneuron und drei verborge-
nen Neuronen mit sigmoider Aktivierungsfunktion). Die Merkmale entstehen aus
Faltungen der stliindlichen Messungen von Temperatur, Wind und Gasmenge mit
vier Kernelfunktionen verschiedener Breite (c) .

Abb. 5.18 zeigt ein Anwendungsbeispiel aus dem Bereich Energiever-
brauchsprognose aus Zeitserien. In einem Kooperationsprojekt mit den
Stadtwerken Bielefeld, einem kommunalen Energieversorger, wurde an-
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hand von stiindlichen Temperatur- und Windmessungen der Tagesbedarf
an Stadtgas prognostiziert. Ziel war es, Gberschwelligen Leistungsspitzen,
die hohe Vertragszusatzkosten zu Folge hatten, entgegenwirken zu kon-
nen (Arnrich und Walter 2000).

Gibt es zyklische Signalverbindungen, z.B. von der Ausgabeschicht
zur Eingabeschicht, spricht man von rekurrenten Netzen, die sich durch
ein reiches Spektrum von mdéglichen Dynamiken auszeichnen. Sie werden
u.a. als Assoziationsspeicher zu Steuerungsaufgaben oder zur Gruppie-
rung eingesetzt, s. Abs.5.4.4.

Das oben beschriebene Modell radialer Basisfunktionen (RBF, s. Abb. 5.2)
kann als Netzwerk aus parallel arbeitenden Neuronen dargestellt werden
und wird daher auch zu den neuronalen Verfahren gezahlt.

5.9 Selbstorganisierende Karten

Weitere wichtige Vertreter neuronaler Modelle sind die selbstorganisieren-
den Karten (Self-Organizing Maps SOM), die urspriinglich von Teuvo Ko-
honen (1982) als mathematisches Modell fir die Morphogenese bestimm-
ter Hirnareale formulierte wurden. Ein Beispiel ist der somatosensorische
Kortex, ein Rindenfeld des GroBhirns, das sich als eine zweidimensionale
Abbildung, eine topographische Karte der ganzen Hautoberflache im Ge-
hirn charakterisieren lasst. Die neuronalen Verbindungen zu den verschie-
denen Hautsensoren sind viel zu zahlreich, um sie genetisch im Detail vor-
zuprogrammieren. Stattdessen werden sie in einer frihen Lebensphase
datengetrieben und selbstorganisiert ausgebildet. ,Topographisch® heiBt,
dass benachbarte Hautregionen (allgemeine Merkmale) auf benachbarte
Neuronen im Kortex abgebildet werden. Dies ist fir die Weiterverarbeitung
sehr vorteilhaft, z.B. wenn zusammenhangende oder sich verschiebende
Hautkontakte registriert werden. Ein weiteres Beispiel sind die retinotopi-
schen Karten im primaren visuellen Kortex (z.B. Obermayer et al. 1990,
weiterfihrende SOM-Darstellungen finden sich z.B. in Ritter et al. 1991;
Kohonen 2001).

Abb. 5.19 zeigt den Aufbau der SOM oder Merkmalskarte als Gitter A
von Knoten oder ,Neuronen®. Jedes Neuron a ist mit einem Referenzvektor
wa verknUpft, der in den Eingaberaum X projiziert.

Die Antwort der SOM auf einen neuen Eingabevektor x ist bestimmt
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Gitter von
Neuronen a

Merkmalsraum X

Abbildung 5.19: Die ,Self-Organizing Map“ (,SOM®) wird durch ein Gitter
von verarbeitenden Knoten oder ,Neuronen® gebildet. Jedes Neuron hat einen
Prototypen- oder Referenzvektor w, zugeordnet, der im Eingaberaum X einge-
bettet ist. Ein neuer Vektor x wird auf dasjenige Neuron abgebildet, dessen w,
am né&chsten liegt. Dieser kompetitive Mechanismus teilt den Eingaberaum in dis-
krete Abschnitte, den so genannten Voronoi-Zellen.

durch den am besten passenden Knoten (best matching unit, BMU, oder
,<aewinner®):

*

a* = argmin |lwa —x||. (5.70)
va'eA

Dieser Wettbewerb zwischen den Knoten kann biologisch als Ergebnis
einer lateralen Inhibition in der Neuronenschicht interpretiert werden. Ma-
thematisch wird dadurch eine dimensionsreduzierende Abbildung des Ein-
gaberaumes X auf das Gitter A konstituiert.

Die Referenzvektoren oder Gewichte wa werden normalerweise itera-
tiv durch eine Sequenz von Trainingsdaten adaptiert. Nachdem der best-
matching Knoten a* bestimmt wurde, wird nicht er allein, sondern es wer-
den alle Knotenvektoren wi™ := wa? 4 Awgy adaptiert, d.h. gemaB

Awg = ch(a,a”) (x — wa) (6.71)
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mehr oder weniger dem Eingabevektor x angeglichen. Wie stark, hangt
neben dem (globalen) Lernschrittparameter € von der so genannten Nach-
barschaftsfunktion

la —a*|”

ha,a”) = h( J]a - a’|| ) = exp — 12—

, (5.72)

einer glockenférmigen Funktion die an der BMU a* zentriert ist und mit
wachsendem Abstand |a—a*| im Gitter abnimmt. Nach anfénglicher Zufalls-
initialisierung der Knoten werden wahrend des Trainings der Lernparame-
ter e und die Glockenbreite o sukzessiv verkleinert, um von einem groben,
aber schnellen Lernen graduell zu einem ,Feinlernen® zu gelangen.

Durch dieses kooperative Lernverfahren erreicht der SOM-Algorithmus
mehrere Vorteile:

e Er kann eine topographische Ordnung zwischen den Referenzvekto-
ren wa ausbilden;

¢ Die Konvergenz ist verbessert, da statt nur einem Knoten eine ganze
Gruppe an jedem Lernschritt partizipiert;

e Das Lernen eines Ausgabewertes wird robuster.

Durch VerknUpfung jedes Knotens mit einem Ausgabewert oder einer lokal
gultigen multivariaten linearen Regression (Local Linear Map, LLM) erhalt
man ein Approximationsmodell. Die LLM haben sich in vielen Anwendun-
gen bewéahrt, z.B. beim Lernen der visuo-motorischen Koordination eines
Industrieroboters (Ritter et al. 1989; Walter und Schulten 1993) oder zur
Zeitserienvorhersage (Walter et al. 1990), u.a. auch in Verbindung mit dem
Neuronen-Gas-Netzwerk (Walter 1991; Martinetz et al. 1993). Der Neural
Gas Algorithmus modifiziert die Nachbarschaftsfunktion Gl.5.72 auf eine
dynamische, Abstandsrang-basierte Form, die von der Gitterstruktur los-
gelést (und damit gasartig) ist. Eine Weiterentwicklung der SOM, speziell
zum schnellen Lernen von kontinuierlichen und glatten Abbildungen, ist
die ,Parametrisierte SOM“ (PSOM). Sie wird in Abs. 7.2.1 bzgl. ihres Inter-
polationsvermdgens diskutiert.

Neben dem Einsatzziel der Approximation wird die SOM zu Cluster-
und Klassifikationssaufgaben und sehr haufig zur Visualisierung einge-
setzt.

Abb. 5.20 zeigt ein Beispiel einer SOM-Visualisierung zur Identifizie-
rung erfolgversprechender Behandlungsstrategien im Bereich Herzchirur-
gie (s.a. Kap.9). Das zweidimensionale rechteckige Gitter von Knoten ist
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Abbildung 5.20: SOM-Visualisierung und Hypothesenbildung. 18 Merkmale (Eu-
roSCORE, s. Abs. 9.1.2) wurden im SOM Training verwandt. Hier eine integrierte
Visualisierung von vier Merkmalen der SOM-Knoten: (/) Die Vertikalachse zeigt
die Intensivaufenthaltsdauer (die verstellbare, graue Wasserflache hilft den Ho-
henverlauf zu verdeutlichen), (ii) die Blauintensitat der Flachenférbung zeigt den
mittleren EuroSCORE-Wert, (iii) die Grinintensitat zeigt die Haufigkeit praopera-
tiver neurologischer Dysfunktionen und (iv) die Rotintensitat zeigt den OPCAB-
Anteil.  Die Mischfarbe hellgelb bedeutet hier, dass in diesem Bereich wenig
Blau, aber viel Rot und Grin auf kleiner Héhe zusammentreffen.
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hier dreimal als Gebirge mit verschiedenen Einfarbungen der Zwischenfla-
chen dargestellt. Die H6he markiert den (BMU-bedingten) Erwartungswert
des Merkmals Intensivaufenthaltsdauer, die Farben Rot, Griin, Blau jeweils
das Merkmal Therapieform OPCAP, Vorliegen einer neurologischen Dys-
funktion und die Risikobewertung nach EuroSCORE (s. Abs.9.1.2).

Die auftretende Mischfarbe Hellgelb bedeutet in Abb.5.20c, dass in
diesem Bereich wenig Blau, aber viel Rot und Griin auf geringer H6he
zusammentreffen. Sie ist benachbart zu einer Spitze gleichen Griins (b),
aber ohne Rotanteil (andernfalls Gelb). Das bedeutet, dass bei Vorliegen
einer neurologischen Dysfunktion die OPCAB-Technolgie im Mittel zu kar-
zeren Aufenthalten in der Intensivstation fuhrt (s.a. Albert, Walter, Rosen-
dahl, Schréder und Ennker 1999).

In Abs. 7.2 wird eine Erweiterung des SOM-Algorithmus fur nicht-euklidische
Raume vorgestellt und es werden weitere Visualisierungs- und Explorati-
onsbeispiele im Bereich semantischer Karten von Textdokumenten pra-
sentiert. Im folgenden Abschnitt wird eine weitere Methode zur Visualisie-
rung vorgestellt, die besonders flexibel bezliglich der Datenrepréasentation
ist.

5.10 Multidimensionale Skalierung (MDS)

Die multidimensionale Skalierung (Multi-Dimensional Scaling, MDS) be-
zeichnet eine Klasse von Techniken fir die Analyse von Objekten, de-
ren paarweise Distanz- bzw. UnahnlichkeitsmaBe vorliegen (s. Abs.2.2).
Ziel ist es, die in den Daten verborgene Struktur sichtbar zu machen, in-
dem man eine geeignete Objekiplatzierung in einem niedrigdimensiona-
len, typischerweise euklidischen Raum erzeugt. Im Folgenden bezeichnen
6;; € Ry die Unéhnlichkeit (dissimilarity) zwischen Objekt i und Objekt ;.
Sie ist Ublicherweise symmetrisch §;; = §;;.

Das Ziel von MDS ist, eine raumliche, mdglichst abstandstreue Repra-
sentation x; fir jedes Objekt i im L-dimensionalen Raum IR” zu finden. Ab-
standstreue bedeutet, dass die Paarabstande im Zielraum d;; = d(x;,x;)
so gut als méglich die Disparitatsstruktur der Objekte widerspiegeln, also

Haufig wird ein geeigneter §,;-Vorverarbeitungsschritt mit einer mono-
tonen Funktion T}, () zwischengeschaltet, der die rohen Unahnlichkeiten
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# Stadtabst. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 London 0 569 667 530 141 140 357 396 570 190
2 Stockholm 569 0 1212 1043 617 446 325 423 787 648
3 Lisbon 667 1212 0 201 596 768 923 882 714 714
4 Madrid 530 1043 201 0 431 608 740 690 516 622
5 Paris 141 617 596 431 0 177 340 337 436 320
6 Amsterdam 140 446 768 608 177 0 218 272 519 302
7 Berlin 357 325 923 740 340 218 0 114 472 514
8 Prague 396 423 882 690 337 272 114 0 364 573
9 Rome 569 787 714 516 436 519 472 364 0 755
10 Dublin 190 648 714 622 320 302 514 573 755 0

Abbildung 5.21: (Oben:) Entfernungen zwischen zehn europaischen Hauptstad-
ten. (Unten:) Multidimensionale Skalierung auf IR2.

oDublin
aStockholm oLondon
oAmsterdam
oParis
oBerlin
olisbon
“Prague oMadrid
oRome

5@']’ in DiSparitéten Dij Uberfihrt:
Dij — sz‘sp((sij). (573)
Im Standardfall ist dies die Identitatsabbildung D;; = §;;.

5.10.1 Klassische multidimensionale Skalierung

Klassisches multidimensionales Skalieren geht zurtick auf Young und Hou-
seholder (1938) und ist eng verknipft mit der Rekonstruktion von Koor-
dinaten. Ein Beispiel ist die Kartenerstellung aus Entfernungen zwischen
Ortspaaren. Abb. 5.21 zeigt die Ortsrekonstruktion von europaischen Haupt-
stadten aus Distanztabellen (s. Borg und Groenen 1997, S. 16, und z.B.
Cox und Cox 1994 als weitere Standardreferenz).

Seien x, = (x,1,...,7,,)" die gesuchten Koordinaten von N Punkten
in einem L-dimensionalen euklidischen Raum (r = 1,..., N), dann sind
die euklidischen Paardistanzen offensichtlich durch

2 _ T _ T T T
O = (X — Xs)" (X — X)) = X, Xy + X, X — 2X, X, (5.74)
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beschreibbar. Der Rekonstruktionsweg der x, baut auf einer spektralen
Zerlegung der Matrix [B],, = b, = x x, auf. Wie bekommt man die innere
Produktmatrix B? Man kann leicht zeigen (Cox und Cox 1994), dass die
Spalten- und Zeilenzentrierung der Hilfsmatrix A mit [A],s = a,s = —%(5%
dies bereits leistet.

B=A-N'A1)"1-N"'1(ADT + N21(A)"1. (5.75)

Die Subtraktion der Spalten- und Zeilenmittelwerte und Addition des Ge-
samtmittels ist dquivalent dem Abzug des Spaltenmittels und dann des
neuen Zeilenmittels.

Flgt man die x,-Vektoren zur Matrix X = [xy, ..., xy]” € RY*? zusam-
men, kann man die symmetrische Matrix B als Matrixprodukt darstellen
und spektral zerlegen

B =XX"=VAVT, (5.76)

Die Eigenwertzerlegung liefert die Diagonalmatrix A =diag(A1, Az, ..., An)
der (absteigend sortierten) Eigenwerte {);} von B und deren korrespon-
dierenden, orthonormalen Eigenvektoren V = [vy, ..., vy]. Stammen die
{b.s} von diesem idealen Matrixprodukt, ist B positiv semi-definit mit Rang
rg(B) = L. Damit gibt es L nicht-negative Eigenwerte und N — L Eigen-
werte, die 0 sind. Dieser Nullraum wird verworfen und B kann kompakter
als

B=V,A V] mit Ay =diag(\i,..., ), Vi=[vi,...,vi] (5.77)

beschrieben werden. Die gesuchte Koordinatenrekonstruktion ist (bis auf
isometrische Transformationen) gegeben durch

X =V,A: mit A: = diag (\/71 \/TQ@) . (5.78)

In der Praxis sind die Distanzen haufig empirischen Ursprungs und die
Frage nach der optimalen Einbettungsdimension L ist offen. Aufschluf3 ge-
ben die Eigenwerte {)\;}. Gower (1966) flhrte hierflr den Begriff der Ana-
lyse der prinzipalen Koordinaten (Principal COordinate analysis, PCO)
ein. Analog zur PCA wird der Beitrag einer Komponente i zur Varianz der
Summe der quadrierten Distanzen durch \; erklart. Damit kann die Wahl
der Anzahl einfluBstarkster Koordinaten L mit dem MaRB der relativen Va-
rianzabdeckung gesteuert werden:

p
. : . > P i
relative Varianzerklarung( E 55;) = 177_11/\ . (5.79)
Vij Zi:l i
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Ist B nicht positiv semi-definiert, treten negative Eigenwerte auf und die
modifizierte Summe im Nenner (Gl. 5.79) lauft dann Gber |\;| oder nur Uber
die positiven ;. Treten nur betragsmaBig kleine, negative |\;| auf, kdnnen
diese Koordinaten ignoriert werden.

Dieses klassische, metrische Skalierverfahren zielt auf die optimale
metrische Einbettung. Erflllen die §ij nicht die Metrikeigenschaften oder
wird L (auch absichtlich) zu klein gewahlt, ist die folgende, modernere Pro-
blemformulierung vorteilhafter.

5.10.2 Least-Square- oder Kruskal-Scaling

Kruskal fihrte (1964) als erster eine Kostenfunktion ein, die MDS als nicht-
lineares Optimierungsproblem formuliert. Es gilt, die Stressfunktion zu mi-
nimieren

- \/Zf\il > j»ildij — Dij)?
NOED R

Dies ist im Wesentlichen die Summe Uber alle paarweisen Abstandsver-
zerrungen mit einer Normierungskonstante im Nenner. Dabei ist die Wur-
zel Konvention.

STRESS(x1,...,%x (5.80)

Der Zielraum (target space) ist typischerweise niedrigdimensional, oft
mit L. =2 oder 3 und alle Paarabstande werden darin euklidisch bestimmt:

dii = ||x; — x; mit x; € R", i,j € {1,2,.N}. (5.81)
J J

Es gibt einige Varianten von GI. 5.80. Eine mit dem Namen SSTRESS
bekannte Kostenfunktion ersetzt die Terme d;; und D;; durch deren Qua-
drate. STRESS2 benennt eine Normierungsvariante, die im Nenner statt
D,; den Term D;; — D einsetzt (D . = Mittelwert der D;;).

5.10.3 MDS nach Sammon

Eins der bekanntesten Verfahren wurde von John Sammon (1969) vorge-
schlagen. Er formulierte Multi-Dimensional Scaling als Optimierungspro-
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blem beziiglich folgender Kosten- oder Stressfunktion

bg—ZZ%U—M. (5.82)

=1 j>1

Hierbei gewichten und normieren die Faktoren w;; die Disparitats-Distanz-
verzerrungs-Paare. Damit Gl. 5.82 als Gutekriterium tauglich ist, muss es
invariant gegen die Skalierung des Ausgangsproblems sein. Abh&ngig von
der Aufgabenstellung kann man alle Disparitats-Distanzverzerrungen gleich
bewerten, die ,globale“ Variante (wg.’) = const) wahlen, oder die Wieder-
gabe lokaler Feinstrukturen betonen, indem man den Einfluss von groBen
Disparitaten reduziert (w,})

(9) 1 w_ 2 1

w;; = , W, = —_— .
’ ZkN:1 Zz>k Diz ! N(N -1) D?j

Zu beachten ist, dass der letzte Term undefiniert wird, wenn Paarabstande
von 0 auftreten. In seiner Originalarbeit schlug Sammon einen Mittelweg
vor

(5.83)

W™ 1 1

i Zk 1Zl>k Dkl i

der auch nachfolgend verwendet wird. Die Losung des Minimierungspro-
blems Gl.5.82 wird iterativ mit einem Gradientenabstieg erreicht: ausge-
hend von einer Startkonfiguration {x;}, wird in jedem Schritt ein Objekt i*
zufallig ausgewahlt und Gl. 5.82 beziiglich x;» minimiert

(5.84)

xe) = 9D g A (5.85)

Mit Hilfe des (diagonalen) Newtonverfahrens wird A;. bestimmt, in Kom-
ponentenschreibweise (¢ € {1, .., L})

oFE

61‘1‘*,(1

0’FE
Ox2 y

Ai*7q = —

/ (5.86)

Die Nebendiagonalelemente der Hessematrix werden hier ignoriert. Der
Algorithmus konvergiert in der Regel nach wenigen Epochen auf ein Stressmi-
nimum. Ublicherweise begegnet man dem Problem von lokalen Minima,
indem von mehreren Initialkonfigurationen ausgehend gestartet und das
Ergebnis mit dem kleinsten Stress E gewahlt wird. Gut ausgewahlte Start-
konfigurationen {x;} sparen dabei Rechenzeit. Liegen Vektordaten vor,
kdénnen die ersten . Komponenten einer PCA verwendet werden. Fir Dis-
tanzdaten kann direkt das FastMap-Verfahren eingesetzen werden, das in
Abs. 5.10.4 beschrieben ist.



5.10 Multidimensionale Skalierung (MDS)

145

Ein vergleichendes Anwendungsbeispiel aus dem Bereich Farbkogniti-
on wird im nachsten Abschnitt in Abb. 5.24 gezeigt.

5.10.4 Dimensionsreduktion mit FastMap

Faloutsos und Lin (1995) entwickelten ein dem MDS zielverwandtes und
besonders gut skalierbares Einbettungsverfahren flr Distanzdaten. Zen-
tral ist dabei die mutige Annahme, dass die gegebenen Paardistanzwerte
die euklidischen Distanzen von N Punkten in einem k-dimensionalen Vek-
torraum sind, wobei & nicht im Voraus bekannt sein muss.

Oi
d m/ \dbi
N
— 0,

< dab >

Abbildung 5.22: lllustration des Kosinussatzes: Projektion des Punktes O; auf
die von O,, O, aufgespannte Gerade.

Der Algorithmus arbeitet rekursiv und wahlt zuerst zwei Datenpunkte,
die so genannten Pivotelemente O,, O,, aus der Menge von moglichen Da-
tenpunkten aus (die Details werden unten erlautert). Jeder weitere Punkt
O; (i € {1,..., N}) wird auf die davon aufgespannte Gerade projiziert, wie
in Abb. 5.22 illustriert. Mittels des Kosinussatzes

dy, =2+ 2y — 2aidgy (5.87)

kann die Projektionskoordinate z; einfach aus den Abstanden ermittelt
werden

B a2, + di,b - d?,i
B 2.
Die Schreibweise d,; ist dabei die Abkirzung des Abstandes D (O, O;) in

der gultigen Metrik. Fir k£ = 1 ist das Quasi-MDS-Problem bereits durch
Gl. 5.88 geldst.

(5.88)

Z;

Stimmt die Annahme, kann man das Vorgehen auf einer Hyperebene
im k£ — 1-dimensionalen Raum wiederholen. Wie in Abb. 5.23 zu sehen ist,
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Abbildung 5.23: Projektion auf eine Hyperebene H,;, die senkrecht auf der von
0., O, aufgespannten Gerade aus der vorigen Abb. 5.22 steht.

steht sie senkrecht auf der von O,, O, aufgespannten Geraden. Wie be-
kommt man den Abstand der Projektionsorte O}, O’ zweier anderer Punk-
te? Mittels des Satzes von Pythagoras, angewendet auf das Dreieck im
Bildvordergrund, findet man

[D'(0, 0 = [D(0;,0,))” = (w; —x;)>  i€{l,....,N}.  (5.89)

Damit konnen alle Paarabstande im Unterraum berechnet werden. Dieser
steht per Konstruktion senkrecht auf der Projektionsgeraden. Nun kann
das Verfahren im Prinzip & — 1 Schritte rekursiv weiterlaufen. Fir jeden
Punkt werden die rekursiv ermittelten k& Projektionsorte {xf)} als Koordi-
naten in der Einbettung in den (um eine Dimension reduzierten) Unterraum
verwendet.

# Farbahnlichkeiten 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 434:INDIGO 100 86 42 42 18 6 7 4 2 7 9 12 13 16
2 445:BLUE 86 100 50 44 22 9 7 7 2 4 7 11 13 14
3 465 42 50 100 81 47 17 10 8 2 1 2 1 5 3
4 472:BLUE-GREEN 42 44 81 100 54 25 10 9 2 1 0 1 2 4
5 490 18 22 47 54 100 61 31 26 7 2 2 1 2 0
6 504:GREEN 6 9 17 25 61 100 62 45 14 8 2 2 2 1
7 537 7 7 10 10 31 62 100 73 22 14 5 2 2 0
8 555:YELLOW-GREEN 4 7 8 9 26 45 73 100 33 19 4 3 2 2
9 584 2 2 2 2 7 14 22 33 100 58 37 27 20 23
10 600:YELLOW 7 4 1 1 8 14 19 58 100 74 50 41 28
11 610 9 7 2 0 2 2 5 4 37 74 100 76 62 55
12 628:0RANGE-YELLOW 12 11 1 1 1 2 2 3 27 50 76 100 85 68
13 651:0RANGE 13 13 5 2 2 2 2 2 20 41 62 85 100 76
14 674:RED 16 14 3 4 0 1 0 2 23 28 55 68 76 100

Tabelle 5.4: Ahnlichkeitsbewertung s;; fiir 14 monochrome
telt Uber 31 Probanden (nach Ekman, 1954). Eine geeignete
Transformation der Skala von 0 bis 100 ist §;; = 1 — s;;/100. MDS-Ergebnis in

Abb.5.24.

Farben, gemit-
Unéhnlichkeits-
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674:RED
651:0RANG
628:0RANGE-YELLOW m 434INDIGO
610 N, 4458LUE
600: W
YELLOW
m 465
. W 470.8L UE-GREEN
584
® 490
g B 504:GREEN 2
555:YELLOW-GREEN g5, R“Sammon
m 584
| 600:YELLOW
B 555:YELLOW-GREEN
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B 628:0RANGE-YELLOW
1:0RANGE
490 n
. 65674:RED
472:BLUE-GREEN
465
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®'®m 4341NDIGO R° FastMap
“fse 1 Abbildung 5.24: Einbettungsergebnis der Ahnlich-

’ 00 01 0.z 0.3 o4 0.5 0.6 o7 08 Zelgt-

keitseinschatzungen fur die Farbwahrnehmungsda-
ten aus Tab.5.4. Die Zahlen sind Wellenldngenan-
gaben in nm. (a, oben) mit dem Sammon-MDS-
Algorithmus und (b, Mitte) mittels der FastMap.
Die U-férmige Platzierung der Daten korrespondiert
mit dem &uBerem Rand der ,reinen Farben®im heu-
tigen Standardfarbmodell, wie der Vergleich mit der
lllustration der CIE-xy-Farbnormtafel (c, links unten)
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Bleibt zu klaren, wie man in jedem Rekursionsschritt die Pivotobjekte
a, b auswahlt. FastMap lehnt sich hier konzeptionell am Karhunen-Loeve-
oder PCA-Verfahren an: Die 1. Hauptachse ist die varianzstarkste Ach-
se, die zweite Hauptachse ist die zweitstarkste, dazu senkrechte u.s.w.
Im Unterraum, der durch Projektion entlang der 1. Hauptachse entsteht,
ist die 2. Hauptachse wiederrum die varianzstérkste. In der Sequenz von
Unterraumprojektionen verhalt sich FastMap in der Wahl der Achsen ahn-
lich, mit einer weiteren mutigen Vereinfachung: Statt auf die Varianz der
Datenverteilung einzugehen, wird einfach das Objektpaar mit dem gréB-
ten Abstand gesucht und als Pivotelement ausgewahlt. Da alle Abstande
ja gegeben oder zwischenberechnet sind, umfasst dies die Suche nach
dem groBten Eintrag in der Distanztabelle. Um auch hier eine Beschleu-
nigung herbeizufiihren, wurde eine iterative Liniensuche vorgeschlagen.
Man startet bei einem Objekt ¢/, lauft die entsprechende i'-te Zeile entlang,
sucht den gréBten Eintrag ;" und wiederholt den Vorgang in dessen Spal-
te, dann in dessen Zeile i" u.s.w. Damit landet man sehr schnell zumindest
in einem lokalen Maximum. Die Gegenstrategie ist der Mehrfachstart an
mehreren (s) zufélligen Startpunkten i’ und die Verwendung des besten
gefundenen Pivotpaares.

Berechnungsaufwand: Mit diesem Trick bleibt das gesamte Verfahren
linear in der Anzahl der Datenobjekte O(N), denn es missen tatsachlich
nicht alle N(INV — 1)/2 Distanzen ausgewertet werden, sondern nur die zu
den Pivotpaaren gehdrenden, also O(kNs) viele.

Stabilitat: Die beschriebene Auswahlheuristik macht das FastMap-Ergebnis
instabil, denn zwei Durchlaufe ergeben nicht notwendigerweise gleiche Er-
gebnisse.

Vergleich mit Karhunen-Loeve: Das FastMap-Ergebnis kann zum PCA-
Verfahren sehr unterschiedlich sein, wie in Abb. 5.25 abstrakt gezeigt ist.
Gegenlber der FastMap ist die PCA auf Félle mit vektoriell vorliegenden
Objektdaten beschrankt.

Abbildung neuer Datenobjekte: Durch Speichern der Pivotdaten I&sst
sich eine sehr performante Abbildung eines neuen Objektes in den k-
dimensionalen Zielraum darstellen.

Reduktion der Abbildungskosten: Der Umstand, dass fir die Abbil-
dung eines neuen Objekts nur die Abstande zu den Pivotelementen zur
Verflgung stehen missen, um eine k-dimensionale Einbettung zu bekom-
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FastMap PCA

»
>

v

Abbildung 5.25: Vergleich der Projektionsachsen Fastmap (Pivotpaar) und PCA
(varianzstarkste Richtung). Im Extremfall kann der Datensatz wegen der unter-
schiedlichen Auswahl der Projektionsachse zu sehr unterschiedlichen Ergebnis-
sen fuhren.

men, ist insbesondere vorteilhaft, wenn die Beschaffung von Abstandsda-
ten d,; aufwéandig ist. Sind die Beschaffungskosten objektabhéngig (z.B.
wegen Experimentkosten oder Laufzeiten), kann dies zudem in der Pivot-
wahl berucksichtigt werden.

Robustheit: Offensichtlich ist das Verfahren nicht resistent gegen groB3e
d;;-AusreiBer. Wenn sie vom Pivotsuchverfahren visitiert werden, dominie-
ren sie unweigerlich das Projektionsergebnis.

Verletzung der Grundannahme: Stammen die Paarabstéande nicht von
einem euklidischen Vektorraum, sind also allgemeine Unahnlichkeitsda-
ten, werden die Voraussetzungen einer Metrik nicht mehr garantiert. Da
die Cauchy-Schwarz’sche-Dreiecksungleichung (Gl. 2.5) dann nicht allge-
mein glltig ist, kann der Ausdruck in GI.5.89 negativ werden. Entweder
ignoriert man den Imaginarteil und setzt D’(0;, O’) = 0, oder man igno-
riert das Vorzeichen bzw. die Phasenlage und iteriert weiter. Auf alle Félle
leidet die Interpretierbarkeit des FastMap-Ergebnisses. Wang et al. (2000)
schlugen ein Kompromissverfahren vor, das Fastmap in einigen Bereichen
uberlegen ist.

Fazit: Fastmap lasst an Zulassigkeit und Zuverlassigkeit zu winschen
ubrig, ist aber ein bewahrtes Verfahren, wenn es darum geht sehr groBBe
Datenvolumina schnell zu bewaltigen.

Ein Anwendungsbeispiel aus dem Bereich der Wahrnehmungspsycho-
logie zeigt Abb.5.24. Probanden wurden in diesem klassischen Experi-
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ment gebeten, 14 monochrome Farben auf ihre paarweise Ahnlichkeit auf
einer 0—100-Skala einzuschatzen. Die Mittelwerte sind in Tab. 5.4 gege-
ben (Ekman 1954). Multi-dimensionale Skalierung ist hier das Verfahren
der Wahl, um eine rdumliche Anordnung der Farben zu finden. Die hufei-
senférmige Gestalt in Abb. 5.24a entspricht der Linie der reinen Farben,
die gleichzeitig den Rand der heutigen CIE-xy-Farbnormtafel bilden (s.
Abb. 5.24 unten, sowie Abs.2.4.3, CIE 1931).

Grundsatzlich ist die MDS-Einbettung nicht eindeutig bzgl. Rotation
und Translation, wahrend die FastMap sukzessiv die gefundenen Pivotele-
mente den Achsen zuordnet (s. horizontale Mittelachse 490:674 in Abb. 5.24Db).
Die FastMap liefert ein auffallend ,unebeneres” Bild als MDS, da sie reine
Projektionen mittels der (hier) vier Pivotelemente ausfiihrt und alle ande-
ren Informationen unbertcksichtigt 1asst.

Um eine Startkonfiguration fir iterative Verfahren wie z.B. SOM und
MDS zu finden, ist Fastmap aber sehr gut geeignet (fir eine Anpassung
an den hyperbolischen Raum fir HSOM und HSOM siehe Abs. 8.6). Hier
spielen die Nachteile keine Rolle und es genlgt, schnell und effektiv eine
niedrigdimensionale Vorstrukturierung zu erlangen. Die Feinstrukturierung
ist hier dem Zielverfahren Uberlassen, aber die Grobstrukturierungspha-
sen lassen sich durch Integration dieser ,Starthilfe” erheblich verklrzen.



Kapitel 6

Grundlagen
hyperbolischer Geometrie

In Kap. 3 wurden verschieden Verfahren zur Visualisierung und Explorati-
on erlautert. Alle sind auf die eine oder andere Weise durch die zur Ver-
figung stehende Anzeigeflache limitiert. Im euklidischen, zweidimensio-
nalen Raum wachst bekanntermafBen die Flache nur quadratisch mit dem
Radius, was fir das Layout der Darstellung ein groBes Hemmnis werden
kann. Ein Schlupfloch bietet der hyperbolische Raum.

Wie folgender Exkurs darlegt, wéchst die Flache im zweidimensionalen
hyperbolischen Raum exponentiell mit dem Radius, er erscheint ,intensi-
ver unendlich® und bietet sehr ansprechende Mdéglichkeiten zur Kontext-
erhaltenden Visualisierung und interaktiven Navigation.

D Layout | Layout_ [Projection Display
W Technique| space’  |Technique | rea
Abbildung 6.1: Visualisierung mit begrenztem Platz ist (mindestens) ein zwei-
stufiger Prozess. Nach Datenvorauswahl und Transformation wird ein Layout ge-

neriert und interaktiv steuerbar zur Anzeige gebracht. Meist sind Ausschnitt und
Auflésung steuerbar (s.a. Abs. 3).
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6.1 Geschichte

Vor etwa 2300 Jahren brauchte der griechische Mathematiker Euklid flnf
Axiome, um seine komplette Geometrie zu griinden.

A1: Durch zwei Punkte P1, P2 geht genau eine Verbindungsgerade G.
Sie ist die eineindeutig klrzeste Verbindungslinie;

A2: G kann beliebig weit fortgesetzt werden (= allgemeine Gerade);
A3: Um jeden Punkt kann man einen Kreis mit beliebigem Radius legen;
A4: Alle rechten Winkel sind kongruent zueinander;

A5: Wenn eine Gerade zwei andere Geraden schneidet und die bei-
den Schnittwinkel auf einer Seite zusammen weniger als zwei rechte
Winkel ergeben, dann scheiden sich die Fortsetzungen der beiden
Geraden auf dieser Seite.

Das letzte Axiom ist auffallend kompliziert und kann in das aquivalente
Parallelenaxiom Uberflhrt werden:

A5’: Durch einen Punkt P3 auBerhalb einer Geraden G (durch P1, P2)
gibt es genau eine Parallele, i.e. eine Gerade, die G nicht schneidet.

Alle wesentlichen Elemente der Geometrie, wie wir sie in der Schule ler-
nen, hat Euklid in seinem Buch ,Die Elemente” beschrieben: Linien, Krei-
se, Quadrate etc. Das Axiom A5 bemiihte er selten, und etliche Mathe-
matiker glaubten an einen Irrtum Euklids. Sie waren intensiv bemiht, die
Ableitbarkeit — und damit die Entbehrlichkeit — des Parallelenpostulates
nachzuweisen. Es war vergeblich. Fast zweittausend Jahre spater ent-
deckten die Mathematiker Nicolai Lobachevski (1793-1856), Janos Bolyai
(1802-1860) und Karl Friedrich GauB3 (1777—1855) unabhangig vonein-
ander neue, nicht-euklidische Geometrien. Sie beschreiben gekrimmte
Raume, in denen alle Axiome gelten — nur nicht das finfte, A5. Betrach-
tet man die Raume mit konstanter Krummung (ungleich Null), kann man
genau zwei nicht-euklidische Geometrien unterscheiden: die sphéarische
Geometrie mit positiver Krimmung und ihr Gegenstick, die hyperboli-
sche Geometrie mit negativer Krimmung.
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2D Spharische Euklidische Hyperbolische
Geometrie S? Geometrie IR? Geometrie IH>
Krimmung positiv null negativ
Winkelsumme im A > 180° 180° < 180°
... rel. zur Ebene gréBer als ... = kleiner als ...
A5 # Parallelen (*) 0 1 00
Anwendung Kartographie Standard Relativitatstheorie
Metrik (**) || ds? = da? + dy? + d2® ds®> = da? + dy? ds® = dz? + dy? — dw?
Isometrische 3D || = = sin(0)cos(¢) x = sinh(0)cosh(¢)
Einbettung || v = sin(0)sin(¢) y = sinh(0)sinh(¢p)
Polarkoord. (**) || z = cos(0) w = cosh(f)
Entwdrfe ... || Stereographische P., Minkowski (*),
zur ... Mercator P., 1:1 Obere Halbebene,
Abbildungen ... P. nach Wollweide, Klein-Beltrami,
auf die Ebene (u.a.) || Eckert, Lambert, ... Poincaré

Tabelle 6.1: Eigenschaftsvergleich zwischen zwei-dimensionalen Geometrien
mit uniformer Krimmung (* s.a. Abb.6.8; ** bezieht sich auf die Minkowski-
metrik).

Sphéarische Geometrie in zwei Dimensionen ist unserer Wahrnehmung
und unserer Vorstellungskraft wohlvertraut. Sie beschreibt die Oberflachen-
eigenschaften einer 3D-Kugel, z.B. der Erdoberflache oder einer Oran-
genschale. Die ,Verbindungsgeraden® zwischen zwei Weltpunkten P1, P2
sind die Geodéten und liegen auf GroBkreisen G (wie der Aquator). Sie
entsprechen den kirzesten Punkt-zu-Punkt Flugrouten um den Globus.
Ein Dreiecksflug Richtung Sutdpol mit zwei 90° Kurven nach je einem
Viertelkreisbogen wurde sich mit einer Winkelsumme von 270° schlieBBen.
Dies widerspricht der Erwartung eines Euklidischen Raumes mit einer
Winkelsumme von genau 180°. Auch kann man sich leicht vergewissern,
dass das Parallelenpostulat nicht gilt: denn alle GroBkreise durch P3 (¢ G)
schneiden G zweimal. Damit gibt es keine Parallele durch P3.

Heute kennen wir Satellitenaufnahmen der Erde oder phantastische
Bilder anderer Himmelskdrper und es fallt uns nicht leicht, die historischen
Widerstande nachzuvollziehen, die mit der Aufgabe der Weltvorstellung
einer flachen Scheibe verbunden war. Dieser Schritt war leicht, sobald
wir den ,globalen” Blick bekamen. Der nachste ist schwerer. Die speziel-
le Relativitatstheorie hat uns gelehrt, dass die Universalitat der Lichtge-
schwindigkeit ein vierdimensionales Raum-Zeit-Kontinuum nahelegt. Im
Minkowski-Raum wird mittels einer imaginaren Zeitachse die Beschrei-
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bung in allen Inertialsystemen geschlossen formulierbar. Eine Hauptidee
ist die Betrachtung der raumlich radialen Lichtausbreitung als raum-zeitliche
Kegelflachen mit der Norm 0 (dr? — c%dt? = 0). In der allgemeinen Relativi-
tatstheorie ging Einstein noch einen Schritt weiter und legte die Krimmung
des Raumes durch Gravitationswirkung dar.

Beides entzieht sich unserer unmittelbaren Wahrnehmung, da wir uns
viel zu langsam bewegen und keinem nennenswerten Gravitationsgradi-
enten ausgesetzt sind. Unser Raum erscheint euklidisch und ist doch ge-
krimmt. Nicht zuletzt deshalb ist die Betrachtung nicht-euklidischer Geo-
metrien bedeutungsvoll. Einige Eigenschaften sind kurios und ungewohnt,
aber erdéffnen auch eine neue Welt.

Die Krimmung von Flachen und des Raumes lasst sich mit Methoden
der Differentialgeometrie allgemein lokal bestimmen. Tabelle 6.1 betrach-
tet die einfachsten Falle — zweidimensionale Rdume mit konstanter Kriim-
mung — und listet einige wichtige Unterschiede und Struktursymmetrien
zwischen den Geometrietypen auf.

6.2 Wie kann man sich ein Bild vom hyperboli-
schen Raum machen?

Es liegt in der Natur der gekrimmten Raume, dass sie sich einer optimalen
Abbildung in einem flachen Raum widersetzen. Gewlinscht sind folgende
Abbildungseigenschaften:

e Geradentreue: Geraden bleiben Geraden;

o Konformitat, Winkeltreue: Schnittwinkel zwischen Geraden bleiben
erhalten;

e Langentreue: Langenverhaltnisse bleiben erhalten;

e Flachentreue: Flachenverhéltnisse bleiben erhalten.

Diese Anforderungen kénnen nicht simultan erfiillt werden. Daher gibt es
zahlreiche ,Abbildungsentwirfe* mit verschiedenen Eigenschaften. Zur An-
fertigung von Karten der Erdoberflache, zum Beispiel, sind u.a. die or-
thographische Projektion, die Projektionen nach Mercator, vielleicht auch
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nach Lambert oder Mollweide bekannt. Mindestens eine der obigen Anfor-
derungen ist unerfillbar.

Im zwei-dimensionalen hyperbolischen Raum I? gibt es ganz analog
wie im spharischen Raum S? mehrere Abbildungsentwiirfe, auch Karten
oder Modelle genannt. Die finf wichtigsten analytischen Modelle und ihre
mnemonischen Abklrzungen sind:

das Minkowski-Modell;

das Klein-Beltrami-Modell;

M,
K,
S, das Halbsphéaren-Model (auch Jemisphere model);
P, das Poincaré-Modell (auch disk model);

H,

das Modell der oberen Halbebene (upper-half-plane model).

Jedes ist auf einer Teilmenge des IR™ ", seiner Domane, definiert, die auch
die Namensgebung von H und S erklart:

M= {(z1,...,Tp,Tn1) 25 +... 420 —25 1 =—1Axp >0}
K= {(x1,...,m,, 1) :22+4+... 22 <1}
S= {(x1, Ty Tpi1) 2T+ 2o =1ATp >0} (6.1)

P= {(x,...,2,, 0 ) :af+.. . +22<1};
H= {(1,z9,...,%p41) :Tpi1 >0}

Abb. 6.2 illustriert den eindimensionalen Fall n = 1, bzw. im mehrdimensio-
nalen Fall eine Projektion von z1, z,, 1. Die Hilfslinien deuten die Isometri-
en zwischen den Modellen an. Ausgehend von S als zentralem Hilfsmodell
sind alle anderen Modelle durch stereographische oder orthographische
Projektionen von und nach S zu erreichen. Die wichtigsten konkreten Ab-
bildungen seien hier vorgestellt:

e die Karte ¢,;5 : M — S von der Hyperbel M (bzw. Rotationshyperbo-
loid) zur Halbkugel ist eine Zentralprojektion vom ,Stidpol“ (0, ...,0,—1)
aus

B
¢1\45 M — Su (xlu"'7xn+l) = ( = & )7 (62)

) 9 )
Tn41 Tn+1 Tn41
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-1,0) P 0,0 P

(USY)

Abbildung 6.2: Finf analytische Modelle des ein-dimensionalen hyperbolischen
Raumes und ihre verbindenden Isometrien. Die Punkte m € M, p € P, s €
S, k € K und h € H stellen den selben Punkt im synthetischen IH! dar.
(Minkowski-Modell, Klein-Beltrami-Modell, Halb-Spharen-Model, Poincaré-
Modell und das Modell der oberen Halbebene)
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e die Karte ¢5p : S — P zur Poincaré-Scheibe ist auch eine Zentral-
projektion vom ,Sudpol” (0, ...,0,—1)

ngpZS—>P, <$1,...,In+1)l—>( 1 sy n ,O), (63)

Tpg1 +1 Tpp1 +1

e die Karte ¢si : S — K zur Klein-Beltrami-Scheibe ist eine orthogra-
phische, vertikale Projektion auf die Hohe =], , =1

. 2 .
¢SK.5—>K, <x1,...,$‘n+1)l—> (xl,...,xn,\/l—xl—'«'—x%),

e die Karte ¢sy : S — H zur upper-half-plane ist eine Zentralprojektion
vom ,Westpunkt“ (—1,0,...,0) auf die Halbebene H

219 2041
.S — H, T 1, . (65
¢SH - <x1 v +1) ~ ( .T1+1 .T1+1) ( )

6.3 Metriken fur die funf
hyperbolischen Modelle

Alle finf analytischen Modelle sind differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit
Riemann’scher Metrik und damit messbaren Langen, Winkeln und Fla-
cheninhalten. Allgemein muss man beim Ubergang zwischen krummlini-
gen Koordinatensystemen bei Messungen die lokalen Verzerrung durch
zweifache Tensorfelder bertcksichtigen:

ds’ = dx"Gdx = gijda;dz;. (6.6)
ij

Langenelemente werden als ds = v/ds? und Flachenintegrale mittels ff dA =

f;’ vdet Gdx berechnet. Wie sehen die assoziierten Riemann’schen Me-
triken fur die funf Modellen aus?

dsy; = dxi+---+dal —dal,, (6.7)
dr?+---+d dx||\ >
dS% _ Ly . xn+1 — <|| X||) (68)
Tnt1 Ln+1
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dai + - -+ da; rydzy + -+ wpde
d2 = 1 n n n 9
K 1—d13%—"'—d33%+(1—dx%—~~~—dx%)2 (6.9)
dat+ - -+ dx} 2 [|ax|| \?
dsp = 47— = (o 6.10
5p (1—a2— - a2y (1_”)(”2) (6.10)
dx? + ... 4+ dx? 2
ds, = T+ 2+ ‘rn+1:<||dx||) (6.11)
Lnt1 Tnt1

Alle funf Metriken beschreiben Varianten des hyperbolischen Raumes,
wobei man an ds3, (Gl.6.7) den Bezug zur Hyperbel (in der Grundform
2? — y? = 1) am deutlichsten erkennnen kann.

6.3.1 Ein weitere /H? Einbettungen in den IR°

Eine isometrische Einbettung der hyperbolischen Ebene IH? in IR? oder
IR? gibt es nicht — dies wusste schon Riemann. Aber gibt es vielleicht eine
in noch héheren Dimensionen? Eine isometrische Konstruktion wurde von
Blanusa (1955) vorgeschlagen. Sie bildet den Koordinatenpunkt (u,v) im
den sechsdimensionalen Raum ab:

d: (u,v) —x=(x1,...,26) €R".
Die Einzelkomponenten

ry =

(6.12)

Ty =

Ty =
Ty =

I
fi
r3 = fi
fa
f2
v

Tg =

sind regelhaft aus den Hilfsfunktionen =y (u), fi(u), fo(w), 1 (u), ¥o(u) und
ferner ¢1(u), p2(u) zusammengesetzt. Die zweite Koordinate v fungiert als
Drehwinkel in vier senkrechten Richtungen z,, x5, 24, 5. Um Selbstdurch-
dringung zu verhindern, erzeugt sie in x4 zusatzlich eine helikale Verschie-
bung. u hat komplexeren Einfluss auf die Hilfsfunktionen. Mit wachsendem
|u| erhdht sie (u.a.) Uber v;(u) schrittweise die Drehfrequenz:

Uh(u) = exp (2 V“'THJ +5) (6.13)

o) = o (2] 1] o)
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Hierbei bezeichnet |z| den abgerundet ganzzahligen Anteil von z und
Gl.6.13 erzeugt Treppenfunktionen. Die Diskontinuitdten an den Stufen
(Vu |u = |u]) werden an anderer Stelle geglattet.

Zwei weitere Funktionen ¢; werden als normalisierte Stammfunktionen
definiert:

u+1
bi() = %/_0 F(x) dz (6.14)
¢o(u) = % iOF(x)dx mit (6.15)
F(z) = sin(rx)exp(—sin ?(rx)) und (6.16)
A = /1 F(z)dz = 0.141327... (6.17)
=0

Die Funktionen ¢; sind nicht-negativ, periodisch und erflillen die Eigen-
schaften ¢; + ¢ = 1 und ¢4 (u) = ¢1(u+2) = ¢2(u + 1). Sie verhalten sich
ahnlich wie perfekt geglattete Versionen von |sin(7u)| und | cos(mu)l, i.e.
an den Nulldurchgangen sind sdmtliche Ableitungen ebenso Null.

Die Funktionen f1, f; sind als

() — sinh(u) -
) = S Vo 619

assembliert. Es bleibt x, das als Integral definiert ist:

xmozlua—ﬁWV—ﬁwwdw (6.19)

Damit wird insgesamt die gewtiinschte konstante, negative Krimmung mit
der Metrik ds*> = du® + cosh?(u)dv?® erzeugt, was den zweidimensionalen
Raum von (u,v) zur hyperbolischen Ebene IH? macht — stetig und glatt
eingebettet in IRE.

Abb. 6.7 zeigt eine 3D-Projektion eines rechteckigen u, v-Gitterstickes.
Das radial stufenweise Auftreten von weiteren Auffaltungen ist erkennbar
ahnlich der lllustration in Abb.6.7. Zu Visualisierungszwecken ist Blanu-
sas funktionale Einbettungskonstruktion nicht direkt geeignet — ganz im
Gegensatz zu den in Abs. 6.2 eingefihrten geometrisch motivierten Mo-
dellen. Im Folgenden werden die wichtigsten darstellungsorentierten Ei-
genschaften insbesondere des Poincaré-Modells, vorgestellt.
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1e+06 F—r——7—7—T 1 0.006 S
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Abbildung 6.3: Teilaspekte Blanusa’s Einbettung des IH? in den IR mit einem
50 x 40 Gitter ((z1, 25, 26) Mitw € [0,4.2],v € [0,0.1]).

6.4 Eigenschaften des /H*: Geodaten, Flachen
etc.

Die Riemann’sche Distanz P, P ist das kirzestmdgliche Pfadintegral zwi-
schen den Punkten P, und P,. Dieser Pfad ist immer Teil einer geodati-
schen Linie. Wie sehen diese Geodaten aus? In der Ebene sind es die
geraden Linien. Jede Pfadabweichung von der P, P,-Geraden verlangert

den Weg. Die Geodaten der Kugel sind die GroBkreise (z.B. der Aquator
und die Langenkreise, s.a. Abb. 6.8).

Abb. 6.4 und 6.5 illustrieren eine hyperbolische Geodéate und verdeut-
lichen den projektiven Zusammenhang der finf Modelle M, K, S, P und
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Abbildung 6.4: (a, links:) Eine Geodéate oder auch ,IH%-Gerade* ist als breite Li-
niein M, K, S gezeigt. Im Minkowski-Modell M und in der Klein-Beltrami-Scheibe
K entstehen sie durch Ebenenschnitte, die den Ursprung einschlieBen. Die kir-
zesten Verbindungen und damit die J72-Geraden stellen sich als Hyperbeln in M
dar. Das Klein-Beltrami-Modell K ist offensichtlich geradentreu. (b, rechts:)
Im Halbkugelmodell S sind die Geodéaten vertikale Halbkreisbdgen.

H. Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall in Abb. 6.2 wird nun der JH>
dargestellt. Anhand dieser IH*-“Geraden“ lassen sich eine Reihe von Ei-
genschaften der hyperbolischen Geometrie aufzeigen.

Fir die Visualisierung ist das Poincaré-Kreisbild P am interessantes-
ten. Der Grund dafiir wird in den nachsten Abschnitten erlautert.

Displaygerecht: Die unendlich groBe Flache des IH? wird auf eine feste
Kreisscheibe in K und P abgebildet (natlrlich nicht l1angen- oder flachen-
treu). Dieser Umstand faszinierte den vielseitigen Kinstler Maurits Escher
und veranlasste ihn zu einigen Darstellungen eines kompakten Unendli-
chen, u.a. Abb. 6.6;

Rand= oo: Alle fernen Punkte sind nahe an den Kreisrand in P gedréngt,
ohne ihn zu berthren;

Fovea: Die Punkte nahe der Vertikalachse (nicht in H) werden, wie mit
einem ,Fischaugen“-Objektiv, auf P abgebildet (mit VergrdéBerung mittig
0.5);

Fokus + Kontext: Der ,Fokus“ kann (wie unten gezeigt) wie eine ,Fo-
vea“ an jeden Ort verschoben werden. Der Kontext wird mit dargestellt,
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(0, 0,-1)

Abbildung 6.5: (a, links:) Eine IH?-Geodéte ist als breite Linie im S-, P- und
H-Modell dargestellt. Die Zentralprojektion ist winkeltreu und Uberflhrt Kreise
in Kreise. Die S-Gerade, der vertikale Halbkreisbogen, wird in ein Kreisbogen-
segment in der Poincaré-Scheibe P projiziert (Zentralpunkt Stidpol). Da die 90°-
Winkel erhalten bleiben, wird die Kreisscheibe rechtwinklig erreicht. ¢ ist der
Kreissegmentmittelpunkt in P und gleichzeitig die Spitze des die Halbkugel S tan-
gierenden Kegels. Die graue, unterbrochene Linie ist das Pendant der Geodate in
der obereren Halbebene H (vgl. Abb. 6.2). Durch Zentralprojektion entsteht wie-
derum ein vertikaler Halbkreis, nun Uber der Grundlinie z; = 1. (b, rechts:)
orthogonale Projektion von z;z5. Sonderfélle: (i) AuBer den Kreissegmenten in
P, die den Rand senkrecht schneiden, sind auch Geraden durch den Mittelpunkt
Geodaten. Sie werden auch ,Verallgemeinerte Kreise* genannt, mit unendlichem
Radius und Mittelpunktabstand; (i) auch senkrechte Halbgeraden in H sind Geo-
daten (neben den Halbkreisbdgen).

mit wachsendem ,Fovea“-Abstand zunehmend vergrdbert;

Geraden werden P-Kreisbégen: Alle IH*-Geraden werden auf P-Kreise
oder P-Geraden abgebildet, die alle den Einheitskreis senkrecht schnei-
den. P-Geraden senkrecht zum Rand gehen durch die P-Kreismitte (0,0).
Oft erweitert man den Kreisbegriff zum verallgemeinerten Kreis, der Gera-
den als Kreise mit unendlich groBem Radius und unendlich weitem Mittel-
punkt einschlieBt. Wie auch in Abb. 6.5 dargestellt, sind die Projektionen
der Geraden in die obere Halbebene H ebenfalls H-Halbkreisb6gen oder
H-Vertikale;



6.4 Eigenschaften des /H*: Geodaten, Flachen etc.

163

Abbildung 6.6: Holzschnitt von Maurits C. Escher, ,Kreislimit 1lI“ (1958). Die
Méglichkeit, kompakt und vollstandig das Unendliche darzustellen, faszinierte ihn,
als er Bilder des Poincaré-Modells des IH? in Coxeters Buch sah (1957). Alle
weiBen Linien schneiden senkrecht den Rand, der unendlich weit weg ist. Man
beachte den “Fischaugen®-Effekt: Alle Fische sind im IH? tatsachlich gleich groB,
aber je weiter auBen sie liegen, um so weniger Blickwinkel nehmen sie ein. (Mit
freundlicher Genehmigung von Cordon Art - Baarn - Holland)



164

Grundlagen hyperbolischer Geometrie

Konforme Abbildung in P,H,S: Bei Projektion bleiben Kurvenschnitt-
winkel erhalten, d.h. die Abbildungsentwirfe P,H und S sind konform (im
Gegensatz zum Klein-Beltrami-Modell K, das stattdessen geradentreu ist).
Der oco-Rand wird von allen Geodaten ,winkeltreu®, also senkrecht erreicht.
Kreise, i.e. Punkte gleichen Abstands zu P sind auch Kreise, allerdings ist
i.A. P nicht der Kreismittelpunkt, sondern (vom Ursprung radial) nach au-
Ben verschoben;

Abbildung 6.7: Die lokale Einbettung des IH? als IR3-Ansicht: Der hyperboli-
sche Raum bietet mehr Platz als der euklidische. (Links:) Je gréBer die kon-
zentrischen Dreiecke, umso spitzer werden sie und die Winkelsumme kleiner
180° nimmt ab. (Rechts:) In einer kleinen Nachbarschaft um einen Punkt ist
die Struktur flach. Wachst der Radius R eines Kreises, werden mehr und mehr
.Falten des hyperbolischen Raumes eingeschlossen, was zum exponentiellen
Wachsen der Flache (Gl. 6.26) und des Umfanges fihrt.
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Winkeldefizit und ,,Zipfelkissen: Ein Dreieck (in den konformen IH>-
Modellen) weist eine Winkelsumme von stets kleiner 180° auf. Der IH>-
Flacheninhalt ist sogar durch dieses Winkelsummendefizit definierbar (GauB-
Bonnet-Theorem). In Abb. 6.6 ist jedes Dreieck, das den Ursprung enthalt,
durch eine konkave dritte Seite abgeschlossen, siehe auch Tab.6.1 und
Abb. 6.7. Ferner ist sowohl die Flache eines Dreiecks als auch die Dicke
(ktrzester Abstand eines Randpunktes zu den gegentberliegenden Sei-
ten) beschrankt;

Parallelenaxiom A5°: Anhand von Abb. 6.8 lasst sich das Axiom A5 gut
aufzeigen: Durch einen dritten Punkt P3, der nicht auf dem durch zwei
Punkte P1 und P2 definierten Kreisbogen K liegt, lassen sich leicht belie-
big viele andere Kreise zeichnen, die K nicht schneiden. Damit sind sie
alle, per definitionem, Parallelen in H2.

Zwei Arten von Parallelen: Es gibt Kreise (i), die sich in P nicht schnei-
den (Parallelen) und (ii) Kreise, die sich genau am P-Kreisrand berUh-
ren. Letztere sind auch Parallelen, sie sind ,asymptotisch-parallel* — ,mit
gleicher co-Richtung®. Erstere sind ,divergent-parallel“ oder auch ,ultra-
parallel”. In Abb. 6.8 werden sie illustriert und mit der Situation in S* und
IR? gegeniibergestellt. Ein weiteres Indiz dafiir, dass es viel ,mehr* Platz
im Unendlichen gibt.

Tesselation mit Dreiecken: Es lassen sich gleichschenklige Dreiecke mit
sehr kleinen Winkeln (alle identisch und <60°) konstruieren. Eine vollstan-
dige Tesselation der Flache wird ermdglicht, indem man jeweils aquilate-
rale Dreiecke so flgt, dass an jedem Eckpunkt stets n Dreiecke zusam-
menkommen. Da der Innenwinkel £ = 360°/n < 180°/3 = 60° hier immer
kleiner 60° ist, muss n > 7 sein (s.a. Abb. 7.5). Damit gibt es sehr vielfal-
tige Moglichkeiten, den IH? durch regulére Tesselation zu teilen (im Ver-
gleich zur euklidischen Ebene, die nur n = 3,4, 6 erlaubt, oder der Kugel
mit n = 3,4, 5).

Einbettungsmodell: Ein grobes Modell des I[1? |&sst sich z.B. aus Papier
anfertigen: Nach obigem Strickmuster nehme man viele gleichseitige Drei-
ecke und hefte sie paarweise an den Kanten, so dass genau n an jeder
Ecke zusammenstoBen. Es entsteht ein Gebilde, das an jedem Ort lokal
eine Sattelstruktur aufweist. Eine glatte Einbettung eines Stiickes IH? in
IR? wird in Abb. 6.7 illustriert.

Der IHH* ist ,,intensiver unendlich“ und wéchst exponentiell:
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R2

Abbildung 6.8: Das Parallelenaxiom in den drei uniform gekrimmten Radumen:
(a, links) Auf der Kugeloberflache S? findet sich kein GroBkreis (=Gerade) durch
P3, der den durch P1,P2 definierten GroBkreis nicht schneidet. (b, Mitte:) Der
flache, euklidische Raum IR? erméglicht genau eine Parallele. (¢, Rechts:) Im
hyperbolischen IH? gibt es beliebig viele ,Ultra-Parallelen* (,UP*). Die Geraden
(im Poincaré-Bild Kreisbdgen), die sich im selben Randpunkt treffen, heiBen auch
»=asymptotische Parallelen (,AP®).

Im Minkowski- oder Hyperboloidbild M wird deutlich, dass ein nach oben
wachsender Hyperboloidstreifen auf immer weniger Platz nahe des Kreis-
randes in P oder S projiziert wird (Abb. 6.4). In der ds3, Metrik Gl. 6.7 kom-
pensiert das Nach-oben-Wegelement —d? , ; weitgehend das Nach-aufBen-
Wegelement. Trotz Umfangwachstums gibt es hier radial kaum Zuwachs,
s.a. Abb.6.9.

Es stellt sich heraus, dass sowohl der Umfang als auch die Kreisflache
exponentiell mit dem Radius wachsen. Betrachten wir nun den zweidimen-
sionalen Fall in P und transformieren das Abstandselement in GI.6.10 und
das Flachenelement in Polarkoordinaten

2 4r
- Y — 0. 2
ds 2 dr, d e drd (6.20)

Ausgehend vom Ursprung berechnen sich der hyperbolische Radius p, der
Umfang C und die Flache A als Integrale des euklidischen Radius R zu

B9 1
P / dr = 2. (6.21)
0

1—1r2 1—R’

™ 2R 4TR
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27 R 4 4 2
A = / / A g = AR
6—0 Jr—o (1 —1?)? 1-R?

Mit GI. 6.21 entsteht

e’ —1 coshp—1
e’ +1  sinhp
C = 2rmsinhp

A = 47rsinth.

R:

(6.23)

(6.24)

(6.25)
(6.26)

Dieses Ergebnis hat zwei bemerkenswerte asymptotische Verhalten, die

auch in Abb. 6.9 detailliert beschrieben sind:

e FUr kleine hyperbolische Radii p wachsen der Umfang C(p) ~ 2mp
und die Kreisflache A(p) ~ mp* wie in der euklidischen Ebene. Der

Darstellungszoomfaktor OR/0p ist 0.5;

e FUrgroBes p wachsen C(p) und A(p) exponentiell, wahrend R gegen

1 und der Zoomfaktor OR/0p gegen 0 geht.

ST oo i 1000 ¢
rho) /— :
35 [~ A(rhO)'ll _______ _ :
3 F R(rhol) ........ 1 00 |
25 i Ill, -1 E
2 i II,, — 10 E
15 g ] |
1} 1
I, N 1
0.5 / z"' ------------------- M
0 K M I S T

0 02040608 1 1214

Abbildung 6.9: Entwicklung von C(p), A(p) und R(p) in (links) linearer und
(rechts) halblogarithmischer Darstellung (s. Gl. 6.24 ff). Fr kleine hyperbolische
Radii p wachsen C und A euklidisch und fir groBes p exponentiell, wahrend R

sich asymptotisch der 1 nahert (wie C/A).

Fir Visualisierungszwecke ist dieses exponentielle Wachstum des IH?
ein Kernvorteil, denn es gibt ideale Platzverhaltnisse fir, zum Beispiel,
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Abbildung 6.10: Entwicklung von C(R), A(R) und p(R) in (links) linearer und
(rechts) halblogarithmischer Darstellung (s. Gl. 6.21 ff). Im Gegensatz zu Abb.6.9
in Abhangigkeit zum Darstellradius R in der Poincaré-Scheibe P (statt p). Es
lassen sich grob drei Bereiche unterscheiden: (i) In einem Kreisbereich bis
R < 0.3 wachsen C' und A etwa euklidisch, (i) in einem mittleren Kreisring ca.
0.3 < R < 0.85 exponentiell. (/i) Im auBeren Kreisbereich, ca. 0.85 < R < 1
wachst die Flache A superexponentiell gegen oco. Der Grund liegt im asymptoti-
schen Grenzverhalten R(p) — 1, s.a. Abb.6.9.  (Rechts) Der Abbildungsfaktor
Zoom = 100dR/dp in Prozent startet bei 50 % und fallt parabolisch.

hierarchische Datenstrukturen: Fir einen ausgewogen Baum wéchst die
Blatterzahl genau exponentiell mit der Verzweigungstiefe.

Superexponentielles Wachstum im Poincaré-Modell: In Abb. 6.10 wer-
den die Darstellungsverhéltnisse in der Poincaré-Scheibe P in Abhéngig-
keit vom Radius R analysiert. Neben den beiden Bereichen euklidisches
und exponentielles Wachstum im IH? kann man in diesem Modell eine
weitere, dritte Zone identifizieren:

¢ Im randnahen Kreisring mit etwa 0.85 < R < 1 zeigt sich superex-
ponentielles Wachstum des Platzes. Umgekehrt verschwindet die
raumliche Auflésung der visuellen Darstellung.
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Abbildung 6.11: Drei Zonen des ra-
dialen Flachenwachstums im Poincaré-
Modell P: innen euklidisch, Mitte

exponentiell,  auBen superexponenti-
ell. Fur Details siehe Kurvendiskussion
Abb.6.10.

Abbildung 6.12: Der Abstand
\ zweier Punkte im Poincaré-
m } Modell ist Giber Abstandsdop-
: pelverhéltnisse definiert, sie-
he GI.6.27. Hier zwei Bei-
spiele d(a,b) und d(a’,b") und
die Randpunkte ihrer Geoda-
ten A,Bund A’, B'.

6.4.1 Langenmessung und -konstruktion im Poincaré-Modell

Den hyperbolische Abstand zweier Punkte d(a, b) wird Gber Doppelverhalt-
nisse mit Randabsténden definiert

[Aal/|Ab] |
| Bal /| Bb|
Abb. 6.12 illustriert die Randpunkte A und B. Sie sind die co-Randpunkte

der Geodéten, die a, b beinhalten, und |Aal, | Ab|, | Ba| und | Bb| bezeichnen
hierbei die euklidischen Punktabstande (Moise 1974).

d(a,b) = |In (6.27)

Liegt der Punkt b im Ursprung, ergibt sich Gl.6.21, und der Umkehr-
zusammenhang in Gl. 6.24 kann zum radialen Langenauftrag verwendet
werden. Dieser Konstruktionsmechanismus ist universell einsetzbar, so-
bald Verschiebungen des Ursprungs zur Verflgung stehen (s. u.).

Méchte man haufig Datendistanzen im hyperbolischen Poincaré-Modell
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C

Abbildung 6.13: Das Modell der oberen Halbebene H hat einige Gemeinsamkei-
ten mit P: Geodaten sind entweder (mitte:) vertikale Halbgeraden oder (links:)
Halbkreisb6gen mit Mittelpunkt m auf dem oco-Rand 0H als Schnittpunkt mit der
Mittelsenkrechten zweier Punkte [ab]. Der hyperbolische Abstand zweier Punkte
d(a,b) wird ebenso wie in P durch das Doppelverhéltnis der Randpunktabstan-
de (Gl.6.27) bestimmt; (Mitte:) Bei Vertikalen ersetzt die 1 die Terme der
fehlenden Randabstande |Bd'|/| BY'|). (Rechts:) Hohe Symmetrie zeigen die
Kurven gleichen Abstandes k1, ks: Zu jedem Punkt auf k; befindet sich der am
nahe gelegenste Punkt in %, im festen Abstand (der mit dem Offnungswinkel des
euklidischen Kegels verknipft ist). Im euklidischen Raum kennen wir die Paral-
lelen als die Kurven gleichen Abstands — im IH? sind es (entgegen dem ersten
Augenschein) jedoch keine Geraden.

berechnen, so ist eine geschlossene Form sehr niitzlich (Strubecker 1969;
Morgan 1993). Notiert man die P-Koordinaten z,,z; als komplexe Zahl
z = xo9 + 1 € C innerhalb des Einheitskreises, ergibt sich eine elegant
kompakte Formulierung

|x; —Xj|

d(x;, x;) = 2 arctanh ( ) , X;,X; € PeC, (6.28)

|1_Xi}_(j|

die spater an verschiedenen Stellen nitzlich sein wird.

6.4.2 Generator einer isotropen Datenverteilung im 7?:
Um Verteilungseigenschaften von Daten im IH* zu studieren (s. Abs. 7.4),
ist die Verfligbarkeit eines angepassten Datengenerators hilfreich.

Eine geschickte Herangehensweise ist die Erzeugung einer uniformen
Verteilung auf einer zentrierten Kreisscheibe mit dem Radius R4, und
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der Flache Ay... Zunachst gilt es, die radiale Dichtefunktion bzw. die Ver-
teilungsfunktion zu bestimmen und zu invertieren. Die Kreisflache A(R)
in Gl.6.23 ist proportional zu dieser Verteilungsfunktion. Mit Hilfe zweier
(uniform verteilter) Zufallsvariablen v, € [0,1] kann der Generator fir
gleichverteilte Zufallspunkte innerhalb der Kreisscheibe in P wie folgt kon-
struiert werden:

xg = rcos(2my)
ry = rsin(2myy)  mit (6.29)

1

(o)
r = ,
Vo Adisk

wobei Ay, = 47 (R,2, — 1)~! die Kreisflache bemisst.

6.5 Die Isometrien des Poincaré-Modelles

Die form- und metrikerhaltenden Abbildungen im euklidischen Raum sind
die Translation, die Rotation und Spiegelung. Wie sehen diese Isometri-
en, insbesondere im Poincaré-Kreisbild, aus? Die Spiegelung entspricht in
den konformen IH?*-Modellen den Inversionen an Kugeln. Die beiden an-
deren lassen sich auch aus je zwei Kugelinversionen erzeugen. Isometrien
muUssen u.a. Geraden erhalten, d.h. die Kreise in P missen Kreise bleiben.
Auch hier erlaubt die komplexe Formulierung wieder eine eindrucksvoll
kompakte Darstellung. Die Gruppe der Mébius-Transformation

_az+ b
bz+a
beschreibt die gesuchten Kreis-Automorphismen der Ebene und damit
die Isometrien des Poincaré-Modells (und auch des Halbebenenmodells
H). FUr den Visualisierungszweck ist die Reparametrisierung in eine reine
Translation und Rotation am effizientesten

0z+c
cz+1

Top(2) mit |a|* —[b*=1, z,a,beC (6.30)

7 =T(z; ¢, 0) = z,e,0€C N|0=1 A |cf<1. (6.31)
Das komplexe ¢ = ¢ beschreibt die Rotation in P um den Ursprung,
gefolgt von einer Translation um c. Der Ursprung wird zum Punkt ¢ und —c
wird das neue Zentrum (0, 0). Die inverse Abbildung braucht man, um die
Koordinaten zurlckzutransformieren:

T Yz ¢,0) =T(z; —0c,0) (6.32)
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Zwei aufeinanderfolgende Transformationen von P werden beschleunigt
durch

T(T(z; ¢1,01); co,605) = T(z, ¢, 0), mit (6.33)
¢ = Osc1 + co
n 0920152 -+ 17
9192 + 015102
0 B ——
920102 + 1

berechnet, wobei natlrlich T-1(T'(z; ¢,0); ¢,0) = T(z; 0,1) = z gilt. Da
sich in Randnahe Rundungsfehler akkumulieren kénnen, empfiehlt sich fur
das neue 0 eine Nachnormierung auf Lange eins ¢ — 6/|6|. Ferner sollten
samtliche Berechnungen in double Reprasentation ausgeflhrt werden.

Mathematiker klassifizieren die Isometrien gerne nach der Anzahl und
Lage der Fixpunkte. (i) Eine elliptische Isometrie hat einen Fixpunkt inner-
halb P, z.B. eine Rotation um den Ursprung mit ¢ = 0; (ii) eine loxodromi-
sche oder hyperbolische Isometrie hat zwei Fixpunkten auf dem Rand 0P,
z.B. eine Translation, wobei die Fixpunkte die Geodatenendpunkte sind;
und (iii) der Grenzfall der parabolischen Isometrie, die genau einem Fix-
punkt auf dem Rand 0P hat, um dem sich alles dreht.

6.6 Der IH’-Browser und die
Mensch-Maschine-Interaktion im Poincareé-
Modell

Mit den oben beschriebenen Bausteinen sind die Fundamente eines inter-
aktiven Navigationswerkzeuges fir das Poincaré-Modell gelegt. Die Haupt-
charakteristika sind:

e Der hyperbolische Raum hat eine exponentiell wachsende Nachbar-
schaft — an jedem Punkt (nicht nur am Ursprung!);

e Die gesamte Anzeigeflache ist wohldefiniert und kompakt: der Ein-
heitskreis;

e Mit zunehmendem Abstand zur zentralen Fovea nimmt der fir den
Kontext verwendete Platz ab. Diese nichtlineare radiale Darstellung
findet auch ein Vorbild in unserem eigenen retinalen Sehapparat.
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Schwartz (1977) hatte die neuronale Reprasentation der Retina be-
stimmt. FUr die zentrale Fovea sind sehr viele Neuronen zustandig
und fiir die peripheren weniger. Die Flachendichte nimmt graduell,
etwa mit dem Logarithmus des Winkels zur optischen Achse ab.

Dies wurde in Bereich des Computersehens als log-polar mapping
vielfach nachgebildet z.B. Smeraldi et al. (2000). Im Gegensatz zur
Poincaré-Darstellung leidet die Log-polar-Abbildung unter dem Pro-
blem einer Singularitat am Ursprung;

¢ In P sind grob drei konzentrische Zonen unterscheidbar: ein hochauf-
geléster Innenbereich euklidisch flach; ein Mittelbereich, exponentiell
wachsend (oder log-polar mapped) und ein dinner AuB3enbereich,
der den Rest konzentriert, statt ihn einfach abzuschneiden. Die Zo-
nenteilung ist in Abb. 6.11 aufgezeigt.

Fir den Bau eines IH?-Browsers sind mehrere Interaktionsformen fir
die Mensch-Maschine-Kommunikation (MMI, Man Machine Interface) hilf-
reich. Ausgehend von einem fertigen I/*-Layout der Objekte in P (iber-
nimmt der Browser die Aufgabe der Prasentation und effektiven Benut-
zerinteraktion.

Objekte sollen mit Markern, Icons und Text annotiert werden kénnen.
Aufgrund der besonderen Abbildungseigenschaften von P fiihrt jede nicht-
punktférmige Ausdehnung zu Okklusionen in Randné&he. Zum einen sollte
die Darstellung, insbesondere Art, Ausdehnung und SchriftgréBe, radial
angepasst werden. Zum andern kann eine komplette Ausblendung jen-
seits eines bestimmten Grenzradius erfolgen. Bei groBer Objektzahl kann
dies zudem den Bildaufbau erheblich beschleunigen.

Mit der Isometrietransformation 7'(z; ¢, #) kann jeder andere hyperboli-
sche Punkt ¢ in den ,Fokus® gertickt werden (Gl. 6.31). Hierzu werden im
GUI-Fenstersystem (Graphical User Interface) Mausereignisse gebunden.
Neben den verfigbaren Tastern (links, Mitte, rechts) kénnen Doppelklicks
und Modifier (z.B. Shift, Ctrl) mit ausgewertet werden, um ein reiches In-
teraktionsrepertoir anzubieten:

e Aktion drag-point (z.B. linke Maustaste): Die anfanglich (mouse down
event) unter dem Mauszeiger sichtbare Position s wird wahrend der
Mausbewegung in die aktuelle (und letzlich mouse release) Maus-
position e Gberfihrt. Dazu muss der anfangliche Mausklickort s im
urspriinglichen IH%-System s’ festgestellt werden und die gegenwar-
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tige Transformation durch die Transformation 7'(z; cpew, 0)

_refle—s)(1+es)] +im[(e — &) (1 —es )] (6.34)

1 — |es|?

s = T_l(s; Ccurrentae) (635)

Cnew

ersetzt werden.

Diese Interaktionsform ist der mausbewegten Drehung einer Kugel
ahnlich und damit dem Erstnutzer schnell vertraut;

Aktion click-to-center (z.B. rechte Maustaste): Die unter dem Maus-
zeiger sichtbare Position s wird neues Zentrum, d.h. e = 0.

Der Benutzer signalisiert hiermit dem Browser seinen neuen Interes-
sensfokus. Der Browser transferiert den Fokus mit orientierungser-
haltender Animation (s. u.);

Aktion click-set-center (z.B. mittlere Maustaste): fihrt den urspring-
lichen Nullpunkt an die aktuelle Mausposition.

Stellt sich der Benutzer einen Hebel oder Griff an diesem originalen
Waurzelpunkt vor, kann er ihn hiermit per Klick unter die Maus holen
und verschieben. Dies ist unabhangig von der Verschiebungshistorie
und erlaubt eine absolute Lagekontrolle und Ruckkehr zur Urposition
(homing);

Aktion Rotation: Eine Rotation von P ist z.B. sinnvoll, wenn langlich
ausgedehnte Objektbeschriftungen sich in gleicher H6he gegensei-
tig verdecken. Durch Drehung von P mittels 6 (Gl.6.31) verandern
sie ihre vertikale relative Lage.

Als Benutzeraktion ist eine Kopplung einer Modifiziertaste mit der
Winkelauswertung der Mausbewegung mdéglich (Konzept ,Steuer-
rad®). Einfacher und leichter kommunizierbar sind ein 6-Inkrement
und Dekrement an Schaltflachen zu binden;

Darstellungsvarianten etc.: Je nach Verwendungsziel sind ggf. wei-
tere interaktive Darstellungsveranderungen sinnvoll: u.a. das Skalie-
ren der SchriftgrdBe, Ein-/Ausblenden von Annotation, radiales Zoo-
men (s.u.). Bewahrt hat sich die Anzeige von Zusatzinformationen
via tooltips, i.e. Informationseinblendungen beim Verharren mit der
Maus Uber einem Objekt. Ferner Kontextmenls mit Selektion, Dese-
lektion, Aktionsauswahl etc.
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6.6.1 Animation

Um dem Betrachter die Orientierung zu erleichtern, werden gréBere Trans-
formationsspriinge bei Einfachmausklicks vermieden. Sie werden statt-
dessen in eine lineare Folge von Anzeigeframes zerlegt. In n diskreten
Zeitschritten ¢, konstruiert man die Animation mit

1 2 —1
e, =e(t) =s+t,(e—s); tue{—,—,...,nn ,1}. (6.36)

Gl. 6.36 beschreibt eine gerade Bewegung in der euklidischen Ebene, die
fir kleine und mittlere Bewegungen geeignet ist. Flr groBe Entfernun-
gen ist die Trajektorie entlang der IH*-Geraden optimal. Dies verschiebt
den Pfad auf das entsprechende P-Kreisbogensegment und teilt die Lan-
ge in n in IH? gleichlange Bogenabschnitte. Je nach aktueller Rechen-
leistung kann n adaptiert werden, so dass eine gewlnschte Zeitspanne
bzw. Transfergeschwindigkeit erreicht wird. Das Zeichnen sollte natirlich
im Doublebuffering-Modus erfolgen.

6.6.2 Zeichnen von [H>-Verbindungen

IH?-Verbindungsgeraden sind euklidische Kreisbdgen in P. Um Rechen-
zeit zu sparen, kann man wéahrend einer flissigen Animation eine gerade
Line zwischen den Endpunkten a und b ziehen. Der Eindruck der Krim-
mung geht dabei jedoch verloren. Besser ist, insbesondere flir ruhende
Darstellungen, das Zeichnen des korrekten Poincaré-Kreisbogens. Des-
sen Kreismittelpunkt m ist durch

_ 2 (1 +1af*) —a(l +[b]*)
2 re(b)im(a) — re(a)im(b)

bestimmt und wird von a nach Punkt b gezeichnet (s. Abb.6.12). Am Vor-
zeichen des Nenners erkennt man den Drehsinn: Positiv bedeutet Gegen-
uhrzeigersinn und umgekehrt. Wird der Nenner null, liegt ein verallgemei-
nerter Kreis, d.h. eine euklidische Gerade durch den Ursprung vor.

(6.37)

6.6.3 Nonkonforme VergroBerungsabbildung: Zooming

Will man den Blickwinkel in P verandern, ist eine simple Umskalierung
(globale Streckung) nicht méglich. Korrekterweise bedeutet dies ein wie-
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derholtes Layout der IH*-Koordinaten mit geeignet veranderten Parame-
tern. Einen ahnlichen, aber nicht identischen Effekt kann man in Gren-
zen durch eine geeignete, nicht-lineare Radialtransformation erreichen.
Betrachtet man die fertig berechneten Displaykoordinaten in Polardarstel-
lung, dann verschiebt man letztlich den Ort durch eine Radialstreckung
von r auf r’:

r r

ZFl—r2 =1 = (6.38)
Die implizite Gleichung ist durch Umskalierung des hyperbolischen Kreis-
umfanges (Gl. 6.22) motiviert. ZF' bezeichnet den gewahlten Zoomfaktor.
Unter Preisgabe der Konformitat hat dies einen einfach berechenbaren

Linseneffekt und vermeidet die Deplatzierung des Fokus.




Kapitel 7

Datenvisualisierung im
hyperbolischen Raum

LLinien aus Licht,

aufgereiht im Nichtraum des Verstandes,

Ballungen und Anordnungen von Daten.

Wie die Lichter einer Stadt, die sich langsam entfernen

“@

(William Gibson Neuromancer)

Wenden wir uns nun dem Problem zu, wie darzustellende Daten in
unseren Darstellungsraum abgebildet werden. Im Folgenden werden drei
Lésungen fur dies Layout-Problem vorgestellt:

e HTL —ein Baum-Layout-Verfahren fir hierarchische, azyklische Graph-
daten (Trees),

e HSOM — Hyperbolic Self-Organizing Map — flr vektorielle Daten,

e HMDS — Hyperbolic Multi-Dimensional Scaling — fiir Ahnlichkeitsda-
ten.

177
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Abbildung 7.1: Das Layout von baumartigen Daten (breite, blaue Linien) und
Winkelaufweitung in exponentiell wachsender Nachbarschaft. Die gestrichelten
Hilfslinien verdeutlichen den rekursiven Konstruktionsprozess durch die Begren-
zungsstrahlen der Sektoren. Durch eine radiale Translation werden die Knoten
rekursiv zentriert. Dabei stellt sich ihr Platzangebot jeweils als euklidisches Tor-
tenstick dar und kann damit einfach konstruiert werden. AuBere Markie-
rungsbogen: (a) Diesen 90°-Sektor teilt der Wurzelknoten “0“ dem Knoten “1*,
wie jedem seiner 4 Kinder zu. (b) Wird Knoten “1“ zentriert, stellt sich derselbe
Sektor jetzt mit einem Offnungswinkel von (iber 180° dar. (c) Zwei Schritte
weiter weitet er sich auf Uber 270°. Knoten “0“ mit 90°-Winkelmarkierung. Die
Translation (Gl. 6.31) ist konform und der originale 90°-Schnittwinkel bleibt erhal-
ten. Die gestrichelten Sektorgrenzbégen, die sich am Rande treffen, sind ein
gutes Beispiel fiir asymptotische Parallelen.

7.1 Hyperbolic Tree Layout (HTL) — Layoutkon-
zept fur hierarchische Daten

Far graph-basierte, hierarchische Daten wurde die Aufgabe von Lamping
und Rao bei Xerox Parc (Lamping und Rao 1994; Lamping, Rao und Pirolli
1995) geldst und patentiert.

Gegeben sei ein azyklischer, baum-artiger Graph mit einer definierten
Wurzel. Gesucht ist ein kreuzungsfreies Layout in P, i.e. jedem Baumkno-
ten wird ein P-Punkt zugewiesen (ein Blatt wird im Layout als ,kinderloser*
Knoten gehandhabt).

Der Algorithmus teilt den zur Verfigung stehenden Platz folgenderma-
Ben auf:

1. Der Wurzelknoten wird im Ursprung platziert. Der Platz wird wie eine
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Torte in der Kinder-Anzahl entsprechend viele, gleichbreite Sektoren
geteilt;

2. Ein Kindknoten ¢ wird aufgerufen unter Angabe der Elternposition,
der Zweiglange [ und der Sektorstrahlgrenzen sich und seine Kinder
ausgewogen zu platzieren. Als erstes wird die Position mit Hilfe einer
relativen, radialen Translation 7; (Gl.6.31, in Richtung Sektormitte
und Lange [) definiert und absolut festgelegt;

3. Sofern Knoten i keine Kinder hat, ist er fertig und returniert — andern-
falls zentriert sich der Knoten;

4. Unter T; werden die Sektorstrahlgrenzen neu bestimmt. Der Effekt
ist sehr bemerkenswert: Der Offnungswinkel weitet sich auf, was in
Abb. 7.1 illustriert wird;

5. Der i-eigene Kreissektor wird nun unter den direkten Kindern von i
gleich aufgeteilt und jedes Kind rekursiv mit Schritt 2 aufgerufen.

Der Abstand zwischen Eltern- und Kindknoten [ kann konstant oder
als Funktion des Subsektorwinkels [(¢) gewahlt werden. Je langer [, desto
gréBer ist der Aufweitungseffekt. Die Auswirkungen des ,intensiveren Un-
endlichen® des hyperbolischen Raumes wird hier nochmal in besonderer
Weise veranschaulicht.

Abb. 7.2 zeigt die Implementierung eines Java-basiertes H2-Baumbrow-
ser-Applets, das als Navigations- und Auswahlwerkzeug im Data-Mart Aus-
wertungsportal dient (s. Abs. 9). Neben den beschriebenen Rotations- und
Zoominteraktionselementen (hier als Schaltfachen) wird das Auswahlen
durch Doppelklicken méglich und zusatzlich durch einen optionalen Such-
dialog unterstitzt.

Tamara Munzner (1997, 1998) entwickelte in ihrer Disseration ein Baum-
layoutverfahren fir den dreidimensionalen hyperbolischen Raum. Ihr H3Viewer
kann die dabei entstehenden distelartigen Strukturen zligig manipulieren,

s. Abb. 7.3. Der Vorteil des zusatzlichen Platzes in der dritten Dimension
ist allerdings mit zwei Nachteilen verbunden:

e Okklusion tritt auf und das Ausblenden von Objekten auBerhalb einer
Fokussphare wird wesentlich kritischer, da es auch im Zentralbereich
zwangslaufig zu Verdeckungen kommt;
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Abbildung 7.2: IH?-TreeBrowser-Applet zur Objekiselektion aus einer baumarti-
gen Hierarchie fir die Merkmalsselektion. Im webbasierten Datenexport aus ei-
ner Datenbank (Data-Mart, s. Abs. 9) ist die Auswahl aus mehr als 250 Merkma-
len Ubersichtlicher, wenn die Hierarchie der Merkmale aus dem Kontext ersicht-
lich ist. Die interaktiven Auswahlmdglichkeiten werden mit einem Textsuchdialog
(,search”) und dem Traversieren (,>“) der (rechts) Auswahl- bzw. Suchliste er-
ganzt.

1] ) 2] 1] cour]

<hbbrechenz | <0 K> |

e Die zusatzliche Navigationsfreiheit von 6 statt 3 Orientierungsfrei-
heitsgraden ist mit konventionellen Computerinputgeraten, z.B. der
Maus, nicht einfach zu gestalten. Die Tiefenwahrnehmung ist nur far
bekannte Objekte ohne spezielle Stereodisplays mdglich.

7.2 Die Hyperbolic Self-Organizing Map (HSOM)

Im Folgenden wird ein Erweiterung von Kohonen'’s selbst-organisierender
Merkmalskarte (s. Abs.5.9) fur nicht-euklidische Raume vorgestellt (Rit-
ter 1999). Die Kernidee ist die Verwendung einer angepassten Nachbar-
schaftsfunktion h(a,a*) = h(daa-), s. Gl.5.72. Statt eines regelmé&Bigen
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Abbildung 7.3: ,H3-Viewer“-Projektion des H? nach T. Munzner.

2D- oder 3D-Gitters wird nun ein I/*-Gitter zugrunde gelegt. Eine beson-
ders geeignete Wahl ist ein Ausschnitt eines regularen Tesselationsgitters
(s. Abb. 7.4).

Regulére Dreiecksgitter kdnnen mittels eines geeigneten Anfangsdrei-
ecks durch wiederholte Anwendung von Generatoren der Symmetriegrup-
pe erzeugt werden, siehe auch Abs. 6.4. Abb. 7.5 zeigt anhand zweier Ex-
emplare, wie eine IH*-Tesselation durch Verbindung von jeweils n kongru-
enten, gleichschenkligen Dreiecken an jedem Knotenpunkt entsteht. Das
aquilaterale hyperbolische Basisdreieck wird allein durch n bestimmt:

Innenwinkel a = 360°/n (7.1)
Poincaré-Kantenldange [ = +2cosa—1. (7.2)

Gl. 7.1 gilt offensichtlich aus Symmetriegrinden. Wegen des Defizites der
IH?-Dreiecksinnenwinkelsumme 3o < 180° ist 7 die kleinstmdgliche Zahl
n. Gl. 7.2 ergibt sich am einfachsten aus den hyperbolischen Eckdistanzen
(s.u. GI.7.5) in einem Dreieck mit den komplexen Eckpunkten 0,1, ' in
P.

Wie kann die Knotenzahl K, , berechnet werden? Das Gitter kann als

in Ringen zuwachsender Baum betrachtet werden. Im R-ten Jahresring
werden AK,, r Knoten angebaut:

R
Gesamtzahl K, = 1+ ) AK,; (7.3)
=1
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und marginale Anzahl AK,p = K,r— K, r-1.

Bei genauem Betrachten des konzentrischen Aufbaus in Abb. 7.5 erkennt
man, dass einige Knoten (aus dem R-ten Ring) mit genau einem Knoten
des nachst inneren Ringes R—1 verbunden sind — und einige, wie sich her-
ausstellt, genau AK, r_; Knoten mit zweien. Betrachtet man die Anzahl
von vakanten Bindungen im Ring R, ergibt sich unter Bertcksichtigung der
tangentialen Ringnachbarn

AKppyt = (n—4)AK, r — AK, g1 (7.4)

mit den Basisféllen AK,,; = n und AK,, o = 0.

Tabelle 7.1 gibt einige Beispiele flr die daraus resultierende Knoten-
zahl K,, . Wie erwartet und in Abb. 7.6 gezeigt, wéchst sie (asymptotisch)
exponentiell mit der Anzahl der Dreiecksringe R um den Ursprung.

Anpassung der Nachbarschaftsfunktion: Bei der Gitterkonstruktion
wird jedem dieser K, r Knoten (Neuron) a der Gitterort g, in der IH>-
Ebene zugeordnet. Der Zwischenknotenabstand wird dann in der richtigen

‘/\\ a*\’
Ve
Gitter von

Neuronen a

Gitter von
Neuronen a

Merkmalsraum X Merkmalsraum X
Abbildung 7.4: Die ,Self-Organizing Map“ (,SOM®) wird durch ein Gitter von
verarbeitenden Knoten bzw. ,Neuronen gebildet.  (a, links:) Zum Vergleich:
Die Standard-SOM nutzt ein regulares 2D-Gitter, s. Abb.5.19, S.137. (b,
rechts:) Die hyperbolische SOM nutzt dagegen ein reguléres, hyperbolisches
Gitter, hier durch einen Ausschnitt eines IH? illustriert (s.a. Abb. 7.5).
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Abbildung 7.5: Reguldre IH?-Tesselationen. Die Ebene wird vollstiandig
und Uberdeckungsfrei mit kongruenten, &aquilateralen Dreiecken gekachelt.
(Links:) Hier treffen sich je n = 7 Dreiecke an den Vertexen und bilden n-Gonen
(i.e. Polygone mit n Ecken). (Rechts:) Fir n = 10 sind die Dreiecksseiten
langer. Gut erkennbar ist die Erscheinung der IH2-Geraden als Kreisbogen, die
den ,0c0-Rand” senkrecht schneiden.

R|1 2 3 4 5 6 7 8 9

K:r || 8 29 85 232 617 1625 4264 11173 29261
Ks r 9 41 161 609 2281 8521 31809 118721 443081
Kopr || 10 55 271 1306 6265 30025 143866 689311

Kiyr || 11 71 421 2461 14351 83651 487561

Kior || 13 109 865 6817 53677 422605

Tabelle 7.1: Knotenzahl K,, z von hyperbolischen Dreiecken in einem Dreiecks-
gitter aus n-Gone und R ,Ringen® um den Ursprung. Der erste R = 1-Ring enthalt
natdrlich K,,; = n + 1 Knoten. (s.a. Gl. 7.3ff und Abb. 7.6).

Metrik, hier der Poincaré-Metrik, nach Gl. 6.28 gemessen
daa- = 2 arctanh (Lg_ﬂ) . (7.5)
|1 - gaga*|

Bemerkenswert ist, dass alles weitere am SOM-Verfahren unverandert
bleiben kann. GI.7.5 ist der SchlUsselpunkt, an dem die hyperbolische
Struktur des Raumes via Regularisierung der Karte eingepragt wird.

Abb. 7.7 zeigt eine typische Entfaltung der HSOM in drei Stadien (Ritter
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Abbildung 7.6: Die Knotenzahl K, r eines reguldren hyperbolischen Dreiecks-
gitters versus der ,Ringzahl® R fir verschiedene Vertexordnung n (,n-Gon*). Die
semilogarithmische Darstellung zeigt das exponentielle Anwachsen mit der Ring-
zahl R (s.a. Tab.7.1).

Abbildung 7.7: Entfaltung einer 2D-HSOM in einer uniformen Datenverteilung,
d.h. einer 3D-Kugel: (links) in einer frihen Ordnungsphase; (Mitte) die Sattel-
punktstruktur wird sichtbar; (rechts) die Endkonfiguration zeigt, wie das IH 2-Gitter
den Raum der Einheitskugel ausfullt.

1999). Die Endkonfiguration illustriert, wie sich das IH>-Gitter raumfiillend
ausgebreitet hat.

An den Stellen, an denen sich (auf dem Gitter) entfernte Falten an-
nahern, entstehen in der Kartenabbildung Unstetigkeiten, die auch als
topologische Defekte bezeichnet werden. |hr Auftreten ist unvermeid-
lich, wenn die Struktur der Datenverteilung nicht der Kartentopologie ent-
spricht. FUr Visualisierungszwecke ist haufig die Dimensionsreduktion auf
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eine planare Mannigfaltigkeit gewtinscht, aber man sollte die Mdéglichkeit
von topologischen Defekten nicht auBer Acht lassen.

t, The (

=i nt,
gMononoke Hime (19¢

Abbildung 7.8: Drei Fokuspositionierungen der HSOM (von mittig bis links oben).
Die Linien verbinden nachste Nachbarn im Knotendreiecksgitter (n = 7, R = 5,
K, r = 617). Die Beschriftung nennt den in dem Textdokument beschriebenen
Film bzw. den am héaufigsten beschriebenen Film, falls mehrere Dokumente re-
prasentiert werden. Es bilden sich Gruppen von semantisch zusammengehdrigen
Filmen, z.B. Disney-Filmproduktionen im 10-Uhr-Bereich.

Die Eignung der HSOM zur automatischen Kategorisierung von Text-
dokumenten demonstrierte Jérg Ontrup u.a. fur die Filmkritikdaten, die in
Abs. 8.1 beschrieben sind (Ontrup und Ritter 2001). Anhand des Extra-
Kategorisierungslabels konnte die HSOM auf der separierten Testdaten-
menge Benchmarkergebnisse erzielen, die mit anderen State-of-the-art-
Methoden vergleichbar sind. Abb. 7.8 zeigt an drei Projektionen mit einer
HSOM mit K5 = 617 Knoten, wie eine semantisch bedeutungsvolle Ord-
nung entsteht (weitere Details in Ontrup und Ritter 2001).

Durch die Einbettung in den IH* gewinnt das Verfahren zum einen die
Navigationsfahigkeit im Poincaré-Modell und zum anderen das besondere
Wachstumsverhalten des Platzes in der Nachbarschaft: Es wachst lokal
exponentiell um jeden Punkt anstatt quadratisch (solange Gitterrandeffek-
te keine Rolle spielen).

Nachteilig ist die Fixiertheit auf das Knotengitter:

e Zum einen fuhrt der Wettstreit um den best-match-Knoten zuweilen
zu einer unausgewogenen Zustandigkeit, einige Knoten bekommen
keine, andere viele Dokumente. Legt man Wert auf deutliche Cluster-
bildung auf dem Netz, missen gendgend viele Knoten angeboten
werden — bis zu einem Mehrfachen der Datenanzahl N. Dies fuhrt
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mitunter zu groBen Netzen, die einen GroBteil ihrer Knoten in den
entfernteren ,AuBenbereichen besitzen und damit weite Navigati-
onsstrecken beim Browsen bedeuten. Die Gesamtstruktur erscheint
damit weit verstreut und die Trainingsphase ist lange.

e Wahlt man ein kompaktes Netz mit K << N, werden starke Aggre-
gationen haufig, d.h. ein Knoten ist haufig fur zahlreiche Datentupel
zustandig. Die Einzelobjekte, hier Dokumente, kdnnen somit nicht
mehr separiert raumlich aufgeldst werden.

Eine Mischform sind additive HSOMs, die kompakt starten und dyna-
misch Knoten ein- oder anfligen. Im hyperbolischen Dreiecksgitter bie-
tet sich das Konzept des sub-meshing an: Durch (drei) Schnittfihrungen
durch je zwei der drei Kantenmitten wird ein gewahltes Dreieck konstruk-
tiv gevierteilt. Der rekursiv ausfihrbare Prozess erzeugt damit auch die
Visualisierungskoordinaten auf einfache Weise. Problematisch ist die zeit-
liche Teilungssteuerung wahrend des Trainings. Je friher Teilungen vorge-
nommen werden, desto schneller differenziert das Gitter, aber umso we-
niger ist eine visuelle Ausgewogenheit der Darstellung zu garantieren. Die
Gitterfixiertheit ist hier nicht aufgehoben, sondern auf eine kleinere Skala
verschoben.

In den folgenden Abschnitten werden Strategien aufgezeigt, die hierbei
Abhilfe schaffen.

7.2.1 Interpolationsansatze

Sucht man einen Ausweg aus dem Dilemma der Layout-Allokation von
groBen Datenmengen mit moglichst wenig Knoten, stellt sich die Frage
nach mdéglichen Interpolationsverfahren. Ausgehend von einer gréberen,
dimensionsreduzierenden Abbildung des Merkmalsraumes in den Layout-
Raum, stellt sich die Frage, welche gut skalierbaren Ansatze sich eignen,
um groBe Mengen von Dokumenten, oder allgemein Datenobjekten, sinn-
voll im Layoutraum zu platzieren? Neben der vorangestellten Shepard-
Methode werden insbesondere Verfahren beleuchtet, die topologische In-
formationen generieren. Mdglichkeiten, dies zur schnellen projektiven Vi-
sualisierung zu verwenden, werden diskutiert.

Shepard’s Methode ist ein topologiefreies Verfahren, das eine Linear-
kombination von Stitzpunkten ermittelt (Shepard 1968). Der Ort jedes
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Stltzpunktes ¢ im hochdimensionalen Merkmalsraum x; (z.B. hier der Re-

ferenzvektoren) korrespondiert mit dem Ort «; im Layout-Raum (z.B. g; €P):

u(x) = > dix — x;)uy (7.6)
Die Gewichtungsfaktoren ¢, entstehen durch eine Zerlegung der 1
d(x — x;)
(X —x) = - T 7.7
und sind hier rein abstandsbasiert
1

d(x — x,) (7.8)

Cx-xl[ el
Die kleine Konstante ¢ verhindert die Divergenz an den Stlitzstellen. Diese
Form der Interpolation ist sehr leicht zu implementieren, nutzt aber keiner-
lei Strukturinformation. Die Extrapolation jenseits der Stltzstellen gelingt
nicht: Das Ergebnis wird dann zur bloBen Mittelwertbildung, was fir ent-
fernte Daten zu einer Klumpung im Schwerpunkt flhrt.

PSOM - die Parametrisierte SOM nutzt die topologische Struktur der
SOM. Sie ermdglicht extrem schnelles Lernen mit einem sehr kleinen Trai-
ningsdatensatz, wenn die zugrunde liegende Mannigfaltigkeit kontinuier-
lich und glatt ist (eine ausfihrliche Darstellung findet sich z.B. in Ritter
1993; Walter und Ritter 1996; Walter 1996). An jeder Stitzstelle a des Git-
ters A wird eine Basisfunktion Ha(s) geknlpft, was eine kontinuierliche
Verallgemeinerung des Gitters A zu einer kontinuierlichen Abbildungs-
mannigfaltigkeit S mit s € S gestattet. Die strikte Trennung von Ein- und
Ausgaberaum wird aufgehoben durch die Bildung des kartesischen Pro-
duktes derselben. Die Basisfunktionen Ha(s) fungieren dann als Gewich-
tungsfaktoren ¢;

w(s) = Y Ha(s)wa (7.9)

acA

ahnlich Gl. 7.6 und missen bestimmte Bedingungen erfiillen (i.e. Ortho-
normalitat und Zerlegung der 1). Eine geschickte Wahl sind die Lagrange-
Polynome, die sich auf ein mehrdimensionales, rechteckiges Gitter ver-
allgemeinern lassen. Nachdem die PSOM trainiert ist, wird die beste Po-
sition s* in der Abbildungsmannigfaltigkeit S bestimmt, die den kleinsten
Abstand

s = s(x) = argmin dist (w(s), x) (7.10)
vSes
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zum gegebenen Vektor x hat. Die Abstandsmetrik dist(-) berlcksichtigt
dabei nur die als Eingabe gewéahlten Komponenten. Die Ausgabe w(s*)
kann als assoziative Komplettierung der Eingabe bezeichnet werden. In
der Anwendung ergeben sich daraus vielseitige Mdglichkeiten, z.B. im
Kontext der Robotik und des Computersehens (Walter 1998; Walter et al.
2000). Der PSOM gelingt es in einer auBergewdhnlich kleinen Trainings-
datenmenge, Krimmungsinformation aus deren topologischer Ordnung zu
extrahieren. Der Preis dafir ist die iterative Bestimmung von s* mittels re-
kurrenter Dynamik (GI.7.10).

Bei knotenreichen PSOM sind die Skaliereigenschaften hochdimen-
sionaler Interpolationspolynome ungunstig. Als L6sung bieten sich Local-
PSOM (L-PSOM) an, die dynamisch stlickweise Polynome verwenden (ahn-
lich zu Splines, siehe Walter und Ritter 1995).

Interpolating SOM (ISOM): Der Local-PSOM-Ansatz enthélt als Spezial-
fall die Verwendung von Polynomen erster Ordnung, die den von J. Goép-
pert (1997) untersuchten ISOMs aquivalent sind. Fir einen neuen Ein-
gabevektor wird ein lokales Koordinatensystem zentriert am Best-match-
Knoten des SOM-Gitters gelegt und die affinen Koordinaten werden itera-
tiv gesucht.

Hauptflachen (principal surfaces) sind eine mehrdimensionale Verall-
gemeinerung von Hauptkurven. Prinzipale Kurven (Principal Curves)
(PC) generalisieren die PCA nichtlinear auf gekrimmten Kurven (Duchamp
und Stuetzle 1996). Sei f(\) € IR? eine Funktion, die die glatte Kurve ent-
lang ihres Wegs in IR” parametrisiert und A¢(x) die Menge aller Punkte,
die zu = auf der Kurve am né&chsten sind. Fur eine Datenverteilung X wird
die Hauptkurve oder principal curve durch den lokalen Erwartungswert

FO) = E{X A (X) = A} (7.11)

in selbstkonsistenter Weise definiert. Auch fiir einen gegebenen Datensatz
sucht man die Hauptkurve, die ,mitten“ durch die Daten geht. Gefunden
wird sie iterativ, meist mit dem EM-Verfahren. In der Regel gibt es unend-
lich viele Lésungen (Duchamp und Stuetzle 1996) und es bedarf einer
geeigneten Regularisierung mit der die Glattheit der Verteilung gesteuert
wird. Die mehrdimensionale Verallgemeinerung flhrt zu den Hauptflachen
(Principal Surfaces, PS). Existenz- und Konvergenzbeweise wurden far
1D-PCs vorgeschlagen, sind aber nicht allgemein auf mehrere Dimensio-
nen Ubertragbar (s. z.B. Tibshirani 1992).
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Probabilistic Principal Surfaces (PPS) und Generative Topograhic Map
(GTM): Chang und Ghosh (2001) schlugen das PPS als vereinheitlichtes,
probabilistisches Modell vor. PPS nutzt ein flachenorientiertes Rauschmo-
dell und baut auf dem GTM-Verfahren (Generative Topographic Map) auf,
einer parametrisierten Variante von Kohonen’s SOM (Bishop, Svensen
und Williams 1998). Ein einzelner Modellparameter « kontrolliert die Ent-
stehung einer PPS, GTM oder flachenorientierten GTM. Die Konvergen-
zeigenschaften von PPS sind aquivalent zu GTM. Der Hauptvorteil von
GTM relativ zur SOM ist die bessere theoretische Fundierung (u.a. Exi-
stenz einer Kostenfunktion) und praktisch das Wegfallen von Randeffekten
des Gitters. Im Effizienzvergleich ist PPS leider noch langsamer als GTM,
welches selbst deutlich langsamer ist als das SOM-Verfahren.

Topologische Riick-Projektion: Alle vorgenannten Verfahren lassen sich
mit Hilfe von trilinearen oder so genannten barizentrischen Koordinaten
(Mbbius, s. Coxeter 1969) lokal auf die Dreiecksgitterstruktur der HSOM
anpassen. Problematisch ist die Frage nach der geeigneten Interpolation
an den Kanten und Ecken. Wie Abb. 7.7 (S. 184) illustriert, ist die Entfal-
tung einer HSOM mitunter mit starken Unebenheiten verbunden.

L= L= Lz

Abbildung 7.9: Drei Riickprojektionsverfahren eines neuen Datenpunktes (grau)
auf das Gitter im Merkmalsraum (vier Punkte dargestellt): (a, links: knoten-
basiert) Das Best-match-Verfahren wahlt in der Menge aller Knoten den n&ch-
sten; (b, Mitte: kantenbasiert) oder den nachsten Kantenort; (¢, rechts: fla-
chenbasiert) oder den nachsten Ort in den Dreiecksflachen.  Bei den beiden
letzten Verfahren treten Unstetigkeitsprobleme auf, die im eindimensionalen Fall
in Abb.7.10 illustriert werden (die gepunktete Linie zeigt eine mdgliche Schnitt-
fihrung).

Abb. 7.9 illustriert verschiedene Rickprojektionsverfahren im Dreiecks-
gitter. Ihnen allen ist das Problem der Unstetigkeiten gemeinsam, das in
Abb. 7.10 im Schnittbild demonstriert wird. Die Gebietsteilung durch die
Dreiecksflachenstiicke findet auch im m-dimensionalen Vektorraum statt
und besteht aus: (i) Dreiecksprismen, die senkrecht auf den Gitterflachen
stehen und sich gegenseitig begrenzen (sie entsprechen Gebiet 3,5 in
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1 3 4

2 5

Abbildung 7.10: Probleme der Ruckprojektion im 2D-Schnittbild (s. Abb. 7.9¢c). In
den Gebieten 1, 3 und 5 werden die Punkte durch senkrechte Projektion eindeutig
auf die stickweise lineare Projektionsflache (Linienzug) abgebildet. Alle Punkte
im Gebiet 2 (4) werden auf den Eckpunkt (ggf. Kanten) abgebildet. An den Trenn-
flachen 3/5 (1/3) entstehen zwangslaufig Unstetigkeiten im Projektionsergebnis.

Abb. 7.10) und (ii) kappenartige Polyeder, die den Ecken und Kanten zu-
geordnet sind (sie entsprechen Gebiet 2, 4; z.T. mit einer Seite offen). Der
relative Volumenanteil dieser Kappen wird gréBer,

e je héher die Dimension m ist und

e je unebener die Einbettung der Gitterflache in den IR™ ist.

In beiden Fallen werden die Unstetigkeitsprobleme gréBer.

7.2.2 Unebenheiten bei hochdimensionalen Gittereinbet-
tungen

Wie stark nimmt die Rauigkeit der Dreiecksgitterflache in héheren Dimen-
sionen zu? Um diese Frage zu beleuchten, wurde exemplarisch eine HSOM
mit einer uniformen Datenverteilung trainiert und das sich ergebende Git-
ter statistisch auf Unebenheit und Asymmetrie analysiert. Zwei Indikato-
ren wurden bestimmt, deren geometrische Motivation in Abb.7.11 erlau-
tert wird.

Verbiegungswinkel von Dreieck zu Nachbarkanten: Zum einen ist dies
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Abbildung 7.11: Die Bestimmung der lokalen Gitterrauigkeit an einem Dreieck :
erfolgt Gber die Elevationswinkel ¢;; = |90° —6;;| der angrenzenden Gitterkanten j
Uber der Ebene i. Vorteilhafterweise werden sie tiber die Schnittwinkel 6;; zur FI&-
chennormalen n; errechnet.  Der minimale Innenwinkel o, = min(ay, ag, as)
gibt Aufschluss Uber die Spitzheit des Dreiecks. Je naher a.,,;,, an seiner oberen
Schranke 60° liegt, desto symmetrischer ist das Dreieck.

der Elevationswinkel ¢,;, der zwischen der Dreiecksflache ¢ und einer an-
grenzenden Kante j liegt. Die Mittelung dieses Verbiegungswinkels (¢) er-
folgt Uber alle Dreiecke des Gitters und alle angrenzenden Kanten j jedes
einzelnen Dreiecks 1.

Dreiecksspitzheit: Die Innenwinkelsumme jedes Dreiecks im IR™ ist 180°
(s.Abb.7.11). Damit gilt fir den kleinsten Innenwinkel 0 < «,,;, < 60°.
Ferner ist ein Dreieck desto gleichwinkliger und damit symmetrischer, je
naher «a,,;, an der oberen Schranke liegt.

Die Ergebnisse von Simulationsexperimenten zeigt Abb. 7.12. Ein HSOM

mit N; 3 = 85 Gitterknoten, 112 -dreiecken und 196 -kanten wurde je 10
mal auf drei m-dimensionale GauBverteilungen trainiert (\; = 1.5, A\y = 0.2
mit je 1000 Trainingsschritten). Aufgetragen sind die gemittelten charak-
teristischen Winkel (a,,;,) und (a,.;,) versus der Einbettungsdimension
m. Die Resultate bestéatigen die Hypothese, dass von einer einigermaBen
ebenen Gittereinbettung in hochdimensionalen Raumen nicht die Rede
sein kann. Fur eine kugelférmige GauBverteilung erreicht die mittlere Git-
terverbiegung etwa 40° schon bei m = 12. Je dinner (Dickenparameter s)
die kreisscheibenférmige elliptische GauBverteilung ist, desto spater wer-
den diese Werte erreicht. Bemerkenswert ist, dass es dem Gitter bei hé-
heren Dimensionen gelingt, die meisten Dreiecke recht symmetrisch aus-
zuformen, wie man an «,,,;,, ~ 53° ablesen kann.



192

Datenvisualisierung im hyperbolischen Raum

45 Ty T 55 — T — T
<phi>|s=100% —+— <a_min>|s=100% —+—

40 L <phi>|s=10% ---*--- <a_min>|s=10% -->--- 3
<phi>|s=2% --- %~ T e 5 <a_min>|s=2% ---%--- e

35 /

30 X i 45 7

25 5

/ 40 o 5
20 / X ot / e
15 / 35 g

10 / / e
/X, 30 e et

5 o [ O *-

0 25

1 10 100 1000 1 10 100 1000
Data Dimensions Data Dimensions

Abbildung 7.12: Gitterrauigkeit versus Einbettungsdimension m:  (links:) der
mittlere Verbiegungswinkel (¢);  (rechts:) der mittlere kleinste Dreieckswinkel
(amin) (in Grad °). Die Datenverteilung besteht aus scheibenférmigen, ellipti-
schen GauBverteilungen mit Radius 1 und Dicke s, d.h. mit zwei Komponenten
o1 = o9 = 1 und den restlichen m — 2 Komponenten o; = s < 1. Die drei Graphen
sind fUr eine dinne (s = .02) und eine flache (s = .1) Scheibe sowie fiir eine
Kugel (s = 1) gezeichnet.

Zwischenbilanz: Die Interpolation mit topologischen Karten erfordert ein
Ruckprojektionsverfahren. Bei hochdimensionaler Einbettung sind die Ein-
bettungsflachen durchaus sehr uneben, was zu ungewiinschten Unstetig-
keiten in der Visualisierungsanwendung fihrt. Fur stickweise ebene In-
terpolationsflachen, die sich durch lineare Splines darstellen lassen, er-
folgt eine Fokussierung auf den Bildraum der Knoten- bzw. Kantenmen-
ge (Abb.7.10). Verfahren héherer Ordnung weisen unvorteilhafte Skalie-
rungseigenschaften beziglich der Einbettungsdimension auf (Walter und
Ritter 1995).

Im nachsten Abschnitt wird nun ein weiteres Visualisierungsverfahren
eingehender vorgestellt, das eine nicht-euklidische Verallgemeinerung er-
fahren hat.
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7.3 HMDS - Multidimensionale Skalierung
im hyperbolischen Raum

Wie kann man Daten, die durch Unahnlichkeiten beschrieben sind (Fall
F2 in Abs. 2.2), unter bestmdglichem Erhalt ihrer Abstandsstruktur in den
hyperbolischen Raum einbetten? Wie kann man das in Abs.5.10 darge-
stellte MDS-Verfahren generalisieren? Ist die daraus entstehende nicht-
euklidische Einbettung per se ein Vorteil oder ist allein der Nutzen des
Visualisierungspotentials in der hyperbolischen Ebene der Gewinn?

Die hyperbolische Verallgemeinerung von MDS heiBt konsequenter-
weise hyperbolische Multidimensionale Skalierung (hyperbolic Multi-
Dimensional Scaling HMDS, Walter und Ritter 2002; Walter 2004). Die
Kernidee stellt sich als strukturell sehr einfach heraus: Anstatt die MDS-
Lésung in einem niedrig-dimensionalen euklidischen Raum IR” zu suchen
und in den JH? zu transferieren (was nicht direkt moglich ware), modifiziert
man das MDS-Verfahren so, dass es von Anfang an im hyperbolischen
Raum operiert. Die Schliisselstelle ist die Distanzfunktion in Gl.5.81. Die
euklidische Distanz wird durch die geeignete Metrik ersetzt, hier die Di-
stanzmetrik im Poincaré-Modell (s. Gl. 6.28)

i — %

d;; = 2 arctanh ( ) , X, x; €P. (7.12)

|1 _Xi)_(j|

Einige Aspekte missen berilcksichtigt werden: Die P-Scheibe enthalt
den gesamten /2. Daher muss sichergestellt werden, daB Update-Schritte
fir den Knoten i* nicht zum Verlassen des Einheitskreises fihren kdnnen.
Einfache Langenbegrenzungen von nA;- in Gl.5.85 sind unzureichend.
Stattdessen regelt die Mdbiustransformation (Gl. 6.31) die Schrittweiten-
reduktion in Kreisrandnahe:

x(few) _
Wahrend die Gradientenberechnung dd,;,/0x; ., die in Gl.5.86 bendtigt
wird, fir den euklidischen Fall einfach zu berechnen ist (= (z; , — ;4)/di;),
wird der Fall fir Gl. 7.12 (in mehrfacher Hinsicht) komplex:

=9 A1) (7.13)

7

(9 2t U1 T;1U3 —+ 29Uy
d(xi,x;) = S . 7.14
0z;1 (xi %) 1—t2 (v% + v2 v3 +v? ( )

(9 2t (%) T;1U4 — T52U3
d(x;,x;) = ’ J: 7.15
Binsg 00 9) 1—ﬁ<ﬁ+@ of + o} 719
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mit
X; = (SCZ'J + il’ivg) ePcC
X; = (SL’]’J + iSL’j72) ePccC
U1 = Ti1 — Tj1
Vg = Ti2 — Tj2
U3 = Ti1Tj1 + Xiaxj0 — 1
Vg = Tj1T52 — Tj1T42
2 2
R (7.16)
vy + v

Dies enthalt zwei Spezialfélle:

e Der Nenner v? + v3 wird nur 0, wenn die beiden Punkte x; und x;
identisch sind;

e Der Nenner v3 + v wird innerhalb des Einheitskreises P nie 0 — ist
also auch unkritisch.

Wegen der Komplexitat dieses Ergebnisses ist eine zweite Ableitung
schwer darstellbar. Das Levenberg-Marquardt-Verfahren (1963) verbes-
sert den Minimalisierungsschritt (Gl.5.86) mit einem Ansatz, der als ei-
ne Kombination eines Verfahrens erster und zweiter Ordnung betrachtet
werden kann. Der Argumentation von Press et al. (1988) folgend, kann
man dennoch auf die Berechnung einer zweiten Ableitung verzichten. Die
Implementierung nutzt fir jeden Datenpunkt i einen individuellen und ein-
geschrankten Parameter \ € [1074, 10%] (fir weitere Details s. Press et al.
1988).

7.3.1 Vorverarbeitung der Unahnlichkeiten

Wegen der Nichtlinearitat in Gl.7.12 hat die Transferfunktion T,(-) in
Gl.5.73 mehr EinfluB im /2. Betrachtet man zum Beispiel die Reskalie-
rung der Unahnlichkeiten

Dij = D(dw) = O[(SZ“ a >0, (717)

hat dies im Euklidischen keinen visuellen Struktureffekt — es erfolgt le-
diglich eine VergroBerung um den Faktor o. Im Gegensatz zum IH?, wo
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eine a-Skalierung dazu fiihrt, dass die Daten ,mehr Krimmung*“ in einem
vergréBerten (exponentiell wachsenden) Raumbereich ,spuren®. Das op-
timale « hangt von der Datenverteilung, ihrer Unahnlichkeitsstruktur und
der Visualisierungsaufgabe ab.

7.3.2 Beispiel: der Iris-Datensatz

Als erstes Beispiel dient ein Klassiker, Fischers Iris-Datensatz, der 150
Blumen aus drei Klassen beschreibt: iris setosa (,A"), iris versicolor (,,x"),
und iris virginica (,+“). ¢ ist hier die euklidische Paardistanz in den vier Be-
schreibungsgréBen Lange und Breite jedes Blattes und der Blite. Abb. 7.13
(a-d) zeigt deutlich die Separation der drei Klassen in der hyperbolischen

Ebene. Einige Navigationsschnappschusse illustrieren den Fokus-und-Kontext-

Effekt. Ferner kann man den a-Skaliereffekt anhand zweier Werte (a und
b,c,d) erkennen.

7.3.3 Beispiel: der Animals-Datensatz

Abb. 7.14 prasentiert den zweiten Datensatz und demonstriert die Re-
konstruktion von semantischer Nahe. Der Datensatz beschreibt 13 binare
Merkmale verschiedener Tierklassen (s. Bildtext und UCI Machine Lear-
ning Repository). Je mehr Eigenschaften Tierarten teilen, desto verwand-
ter sind sie und desto naher werden sie in der Regel von HMDS-Verfahren
platziert. Es entsteht ein semantisch sinnvolles Artenbild.

Abb. 7.15 zeichnet den verbleibenden Reststress £ («) in Abhéngigkeit
zum Skalierfaktor a (Gl.7.17).

7.3.4 Beispiel: Zufallsbaume in 200 Dimensionen

Abb. 7.16 zeigt einen hierarchischen Clusterdatensatz mit 280 Punkten.
Sie stellen die Knoten eines dreistufigen Zufallsbaumes dar, der in den
IR*™ ragt. Die Richtungen sind zuféllig gewahlt mit einem Teilungsfaktor
(branching factor) von 5-5-10 und Zweiglangen von 2, 1,5 und 0.5 je Stufe.

Zur ldentifikation kdnnen die Knoten optional beschriftet werden. Mit
Hilfe der Fokus+Kontext-Darstellung im IH? lassen sich bequem auch die
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center of (b)

center

Abbildung 7.13: (a—d) Iris-Datensatz: Die Cluster der drei Irisarten sind deutlich
an den Markern erkennbar.  (a) hat einen kleineren o« Wert als (b). Wéhrend
(a) einem konventionellen, euklidischen MDS &hnelt, nimmt (b—d) einen breiteren
(exponentiell wachsenden) Raum im JH? ein, der durch Fokusverschiebung mit-
tels Mausinteraktion exploriert werden kann. Die Pfeile markieren die Verschie-
bung des anfanglichen (b)-Ursprungs.

Details in AuBenbereichen inspizieren. Die statischen Ausnahmen in Abb. 7.16
konnen die interaktive Dynamik leider nur andeuten.

Wie vorteilhaft ist die hyperbolische Einbettung im Vergleich zu ei-
ner euklidischen? Um diese Frage zu beantworten, lasst sich der Stress
E({x:}) (Gl.5.82) studieren. Mit wachsendem Skalierfaktor o (Gl. 7.17) er-
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dog fox
wolf
cat
Jion Iiger eagle
hawk
horse ow\fv
zeora
cow hen
90%%fck

Abbildung 7.14: Der animals dataset beschreibt 16 Tierarten mit 13 binar ko-
dierten, biologischen Merkmalen (klein, mittel, groB, zweibeinig, vierbeinig, hat
Haare, hat Hufe, hat Mahne, jagt, lauft, fliegt, schwimmt). Zwei Paare habe iden-
tische Beschreibungen und sind daher auf denselben Ort abgebildet: owl+hawk
in 4 Uhr-Richtung und horse+zebra in 8 Uhr-Richtung.

fahren die Daten mehr und mehr gekrimmten Raum. In Abb. 7.17 oben
links erkennt man ein Minimum E_ .4 = 0.0095 fir o = 2.9, das etwa
fanfmal kleiner ist als fir konventionelles Sammon-mapping Ey-

0.057 im flachen IR2.

min —

Flr den optimalen «-Punkt sind in Abb.7.17 rechts die Disparitaten
vor und nach der HMDS-Abbildung (D;;, d;;) als Punktwolke geplottet. Die
Regressionsgerade zeigt einen Pearson’s Koeffizienten Ry = 0.901, wel-
cher deutlich besser ist als der des konventionellen MDS Ergebnisses mit
Rpr2 = 0.702. Unten links wird die Entwicklung des Korrelationskoeffizi-
enten R(«) aufgezeigt. Die Quintessenz ist, dass der Datensatz klar von
der nicht-euklidischen Einbettung profitiert.

Vergleich mit anderen Visualisierungsmethoden: Abb. 7.18a zeigt den-
selben Datensatz als Zufallsprojektion links und Abb. 7.16b rechts als PCA-
Projektion in den beiden ersten Achsen. Wahrend die Clusterfeinstruktur
im IH? deutlich wird, ist dies in den beiden Darstellungen in Abb.7.18
durchaus nicht der Fall. Die PCA-Darstellung lasst die Grobstruktur der
Cluster erkennen, allerdings sind die visuellen Interclusterabstédnde strikt
projektionsbedingt und damit in hochdimensionalen Raumen relativ arbi-
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Abbildung 7.15: Der Reststress Ep- fir den Animal-Datensatz versus dem
Unahnlichkeits-Skalierfaktor o (Gl. 7.17): Das Minimum von E ;2 = 0.00089 bei
a = 3.7 ist kleiner als ein Funftel des Reststresses fur die flache, euklidische
Einbettung Fr> = 0.0048.

trar.

7.4 \Verteilungen in hochdimensionalen Raumen

Sehr merkmalsreiche Datensatze sind inharent hochdimensional. Damit
sind einige Eigentimlichkeiten verknipft. Eine weithin bekannte ist die
,Volumenanreicherung® in den AuBenbereichen einer Verteilung. Betrach-
tet man eine uniforme Kugelverteilung im IR™, so ist die Oberflache einer
Kugelschale mit Radius r gleich dem Volumen einer IR"™'-Kugel und da-
mit der relative Volumenanteil gleichdicker Kugelschalen proportional zu
rm=1. Dies fOhrt bei groBen m dazu, dass praktisch das gesamte Volu-
men in einer dinnen AuBenschale enthalten ist. Welche Konsequenzen
hat dies fir die Verteilung von Punktabsténden im Allgemeinen? Mit Hil-
fe der Methode der Monte-Carlo-Simulation wurden verschiedene IR™ Zu-
fallsverteilungen daraufhin untersucht: (i) i.i.d. GauB’sche Radialverteilun-
gen, (i) uniforme Verteilungen in der Einheitskugel, (i) auf deren Ober-
flache, (iv) innerhalb eines m-dimensionalen Hyperwirfels und (v) auf
dessen Ecken.

Abb. 7.19 illustriert den ersten Fall als Histogramm von Paarabstanden.
Mit wachsendem m verschiebt sich die Verteilung zu gréBeren § Werten.
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Abbildung 7.16: Der dreistufige ,Zufallsbaum® im IR2°° HMDS projiziert in den
IH?. Dargestellt sind zwei Navigationsschnappschiisse mit und ohne Beschrif-
tung (systematisch dreiziffrig nach Zweignummer). Die einzelnen Blattgruppen
im Baum sind klar erkennbar.

Bemerkenswert ist, dass die Form und Breite im Wesentlichen erhalten
bleibt. Fur die Falle (ii—v) verhélt es sich, bis auf Diskretisierungseffek-
te, bei kleinen m ganz analog. Dies legt eine Verallgemeinerung in hoch-
dimensionale Datenverteilungen nahe, die nicht in niedrigdimensionalen
Unterraumen liegen.

Die Konsequenz ist, dass in hochdimensionalen Verteilungen nahe Da-
tenpunkte extrem selten sind. Wie in Abb.7.19 an der Modenverschie-
bung deutlich wird, zeigen sie einen gewissen ,Grundabstand”, der eine
stark repulsive Wirkung entwickelt (da in Gl.5.82 quadratisch wirkend),
wenn sich Paare zu nahe kommen. Die Konsequenz ist mehrfach be-
schrieben worden (z.B. deLeeuw und Stoop 1986; Klock und Buhmann
1997): Das optimale MDS-Einbettungsergebnis zeigt mit steigender m-
Dimensionalitat die Tendenz ringférmige Strukturen auszubilden. Un-
glucklicherweise birgt diese von Repulsion bestimmte Situation auch noch

sehr viele lokale Minima, die es dem Standard-Sammon-Algorithmus schwer

machen, ein optimales Ergebnis zu liefern. Manche Standardimplementa-
tionen haben hier ernste numerische Probleme (z.B. sompak). Spezielle
Verfahren, wie deterministisches Annealing, kénnen sich hier profilieren
(Klock und Buhmann 1997).
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Abbildung 7.17: HMDS-Beispiel ,Zufallsbaum®: (a, links oben:) Der Reststress
E 42 versus Skalierfaktor a zeigt ein Minimum bei a = 2.9. (b, rechts:) Scatter-
plot der Paarabsténde d;; im IH? versus den (mit o« = 2.9 skalierten) dissimilarities
D;;. Die Regressionsgerade wurde mit R = 0.901 angepasst. (¢, unten links:)
Der Korrelationskoeffizient R(«) zeigt ein etwa mit E(«) korrespondierendes Ma-
ximum.

Wie nimmt der JH? einen solchen Datensatz mittels HMDS auf? Abb. 7.20
zeigt die beiden MDS-Abbildungen, links im IR* und rechts im IH?, zusam-
men mit den Disparitats-Distanz-Scatterplots {D;;,d;;}. Der euklidische
Reststress ist hier um 40 % hdher (EIRQ = 0.40) als bei hyperbolischer
Einbettung (F 52 = 0.285 bei o = 0.33), was in Abb. 7.20 (c,d) nachvollzieh-
bar ist.

Es stellt sich heraus, dass der JH* durchaus nicht frei von lokalen Mi-
nima ist, aber er bietet im Vergleich zum IR? offenbar mehr Wege, diese
lokalen Minima zu vermeiden. Damit kann im hyperbolischen Raum eine
gute Lésung einfacher gefunden werden.

Im Kontext des nachsten Anwendungsbeispiels (Abs. 8.1.2) werden Kon-
trastmodulations-Verfahren vorgestellt, die Unterschiede von Disparitaten
in hochdimensionalen Daten besser hervortreten lassen.

Wie sieht die Distanzverteilung einer hyperbolischen Gleichvertei-
lung aus? Diese Frage ist in gewisser Weise die Umkehrung der vor-



7.4 Verteilungen in hochdimensionalen Raumen

201

#1 pciti
T 5] [l : n‘ T
T , FE R
03 F . Lt o ] Fo "
T T 075 £
025 |« fTwgte e, T g
- G T 05
02 ¢ ST i
b 025 |
015 iy ’ F
b LT e, 5% 0 L
01 F s oo e g
b o e o 025 |
0.05 ° : s
r e 05
0 £ . o'y ® S L & F . s
F I PRRY Bt "o e -0.75 E o Iy
005 e Ted T g . B |
i " 1F PRI %
01 ? I I I : \‘: ) Lu I I ] -1.25 ; L E\@F d’; I L L
-04 -03 -02 -0.1 0 0.1 0.2 -1.2 -0.6 0 0.6 1.2
#0 pc#0

Abbildung 7.18: (a, links:) 2D-Zufallsprojektion des ,Zufallsbaums® in TR2%,
(b, rechts:) PCA-Projektion in die Ebene, die durch die beiden starksten Ei-
genvektoren aufgespannt wird. Die genauere Struktur bleibt verborgen. Beide
Verfahren setzen — im Gegensatz zum HMDS — eine Vektorreprésentation der
Daten voraus.

herigen Fragestellung. Nun ist eine uniforme hyperbolische Verteilung das
Ziel, die mittels Gl. 6.29 innerhalb eines Kreises mit dem Poincaré-Radius
r erzeugt wird. Abb. 7.21 gibt Aufschluss darliber, welche Dissimilaritats-
verteilung o dazugehért. Mit zunehmendem Poincaré-Radius r (Scharpa-
rameter) verschieben sich die 6 zu hdheren Werten und die Verteilung wird
linksschief. Die Verschiebung des Mittelwertes und der Mode von § wird
rechts in Abb. 7.21b deutlich. Der semi-logarithmische Plot zeigt zusatzlich
den hyperbolischen Durchmesser 2p(r) und die exponentiell wachsende
Flache A(r) in IH? (GI.6.23).
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Abbildung 7.19: Histogramm von euklidischen Distanzen § zwischen Punktpaa-
ren einer spharischen GauBverteilung der Dimension m € {2, 10, 100, 250, 1000}
(124 750 Paare von 500 Zufallspunkten mit Einheitsvarianz; Topfbreite 0.1).
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Abbildung 7.20: (Top) Multidimensionale Skalierung von 150 GauB verteilten
Punkten in m = 100 Dimensionen in den (a) IR? und (b) in den hyperbolischen
H?. (Oben:) MDS im euklidischen Raum (a) féllt viel leichter in ein lokales
Minimum. Die rechte Seite (b) zeigt die, wie erwahnt, optimale, ringférmige Struk-
tur. Offensichtlich bietet der exponentiell wachsende Raum im IH? den kritischen
Zusatzraum, um dem iterativen MDS-Prozess zu erméglichen, die lokalen Mini-
ma zu vermeiden. (Unten:) Die beiden zugehérigen Scatterplots zeigen die
Unahnlichkeiten (dissimilarities) D;; und die Bilddistanzen d;;. Die optimale Ab-
bildung ist stressarm und approximiert die gestrichelte Linie. (d) Im IH? liegt
die Mehrheit naher an der Optimalform als im linken Diagramm, (c) wo die
d;; tendenziell unter der Diagonalen liegen.
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Abbildung 7.21: (a, links:) Histogramm der hyperbolischen Distanzen § zwischen
Punktpaaren, die aus einer kreisférmigen uniformen IH 2-Verteilung gezogen wur-
den (s. Abs.6.4.2). Die Ordinatenskala gibt den Prozentwert der einen Million
Werte an, die in Tépfe der Breite 0.1 gruppiert wurden. (b, rechts:) Die unte-
ren Linien verfolgen die Mode und den Mittelwert der § Verteilung in Abh&ngigkeit
des Kreisradius  (in P). Wegen der Linksschiefe ist die Mode gréBer als der
Durchschnitt, aber kleiner als der hyperbolische Durchmesser des Kreises 2p(r),
wobei der relative Abstand mit » schrumpft.



Kapitel 8

[H*-Navigation in
Dokumentkollektionen mit
hybrider Architektur

Das nachste Anwendungsbeispiel fihrt in das Gebiet des information retri-
val, des text minings und der integrierten Prasentation von Textdokumen-
ten. Kulturhistorisch ist die Erfindung des geschriebenen Wortes als Wis-
sensspeicher eine kaum zu Uberschétzende Errungenschaft. Schrift und
somit auch Text représentiert Wissen und Information, macht sie haltbar,
transportierbar, studierbar, nachschlagbar und, dank Gutenberg, effizient
kopier- und verbreitbar. Die junge Verbreitung der Informationstechnolo-
gie und des Internets setzen hier historisch nochmals neue MaBstabe:
Information zu speichern, zu duplizieren, in Windeseile und Uber beliebig
weite Strecken zu transportieren wurde so ginstig wie noch nie. Abgese-
hen von Grundinvestitionen, rangieren die betriebswirtschaftlich margina-
len Kosten nahe Null — was die technische Seite betrifft. Umgekehrt nimmt
die relative Bedeutung der Ressource Zeit zu und damit die Wichtigkeit,
mit groBen und rapide wachsenden Informationsbestdénden so umzuge-
hen, dass die kognitive Leistungsfahigkeit des Benutzers optimal unter-
stutzt wird.

Unstrukturierter Text steht neben Bilddatenbanken in den folgenden
beiden Anwendungsbeispielen im Vordergrund. Wie kann der Benutzer in
effektiver Weise in Dokumentbestanden den Uberblick gewinnen und darin
navigieren?

Im Verlauf dieses Kapitel werden u.a. Skalierungseigenschaften fir
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sehr groBe Dokumentkollektionen diskutiert und daraus wird eine Hybri-
darchitektur entwickelt und vorgestellt.

8.1 Anwendungsbeispiele:
Navigation im Space of Movies

Der Dokumentkorpus im ersten Beispiel besteht aus textuellen Filmkritiken
aus einer Internetquelle, i.e. der Newsgroup news://rec.art.movies.reviews,
in der jedermann seine Meinung Uber einen Film darlegen kann. Etwa drei-
zehntausend wurden von Jérg Ontrup (2001) aufbereitet und mit struktu-
rierter Hintergrundinformation aus der internet movie database verknupft.
Dies erschlieBt die Méglichkeit, zu einem Filmtitel u.a. das Erscheinung-
jahr, den Produzenten und eine offizielle Filmkategorisierung abzurufen.

Das Anwendungsszenario ermoglicht die Navigation und das browsen
im ,Raum* der Filme. Ziel ist eine Anordnung zu finden, die ahnliche Filme
auch in raumlicher Nachbarschaft anzeigt. Die einzelne Filmkritik tritt in
den Hintergrund.

8.1.1 Reprasentation der Filme

Mittels des Bag-of-word-Modells, das in Abs. 2.4.2 erlautert ist, wurde ein
Worterbuch mit 5084 Termen generiert, woraus ein 5084-dimensionaler
Merkmalsraum nach dem TFIDF-Schema resultiert (s. Abs. 2.4.2).

Bei genauerer Inspektion stellt sich heraus, dass etliche Beschreibungs-
texte nur wenige Worte enthalten und daher nur spéarliche Informationen
liefern. Erschwerend kommt hinzu, dass die Texte von véllig verschiede-
nen Autoren stammen und keine Systematik im Dokumentaufbau vorliegt.

Daher wurde eine Beschrankung auf all jene Filme vorgenommen, die
von mehr als flnf reviews beschrieben wurden und die den Kategorien
animation oder science-fiction angehérten. Im nachsten Schritt wurde far
jeden der 132 Filme der mittlere Filmmerkmalsvektor ermittelt, indem alle
beschreibenden Texte zusammengefasst wurden. Durch die Mittelwertbil-
dung

fm=_ft, A={t|t beschreibt Film m}. (8.1)

tea
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der normierten Merkmalsvektoren (Gl.2.17) wird eine Informationsaggre-
gierung erreicht, die gleichzeit die Autorenunabhangigkeit verbessert.

8.1.2 Modulation des Ahnlichkeitskontrastes: zwei Bei-
spiele

1750F orig_dist
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1250
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750

500 |

250

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung 8.1: (Oben links:) Histo-
gramm der Unahnlichkeiten §;; flr
die ausgewahlten Filme.

Abbildung 8.2: (Oben rechts:) Hyperbolisches MDS-Ergebnis flr die lineare Dis-
paritatstransferfunktion (Gl.2.16 und GI.7.17). Die typische ,Ringstruktur® wird
durch Hochdimensionalitét der Daten verursacht (vgl. Abb.7.20). Die (roten)
»X"“ markierten Science-fiction-, die (schwarzen) ,A" Animation- und die (griinen)
.+ markierten Filme, die beiden Genres angehdéren. Natirlich ist die Genreinfor-
mation nur in der Evaluationsphase eingesetzt worden und stand dem HMDS-
Verfahren nicht zur Verfigung.

Wie verhalt sich die Unahnlichkeitsstruktur der selektierten Filme zu
den hochdimensionalen GauBverteilungen, wie in Abb.7.19 dargestellt?
Vergleicht man das Histogramm der Unahnlichkeiten in Abb. 8.1, so er-
kennt man, dass die effektive Dimension wesentlich kleiner ist als die 5084
Dimensionen des Filmmerkmalsvektors f

In Abb. 8.2 wird die typische Ringstruktur deutlich, die schon Abb. 7.20b
gepragt hat. Die Markertypen erlauben bereits einen Uberblick der Abbil-
dungsqualitat. Die Genreinformation wurde hier flir die nachtragliche Mar-
kierung genutzt: die ,A“-Marker fir Animation-File sind wohlsepariert von
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der ,x“-markierten Science-fiction-Gruppe. Die drei ,+“-markierten Filme
gehdren zu beiden Kategorien und liegen im Ubergangsbereich.

Wahrend die Ringkonfiguration die Struktur ist, die die Distanzstruktur
am besten erhélt, ist sie nicht unbedingt die beste vom Standpunkt der
Visualisierungsaufgabe.

Wie bereits in Abb. 7.19 deutlich wurde, ist die Distanzverteilung mit
steigender Dimensionalitat systematisch zu gréBeren Werten verschoben.
Inspiriert durch Arbeiten von Klock und Buhmann (1997) wurde mit einigen
Gegenstrategien experimentiert. Die Kernidee ist der Einsatz einer nicht-
linearen Transferfunktion 7y, (-), die die Mode der Unahnlichkeitsstruktur
effektiv in einen niedrigdimensionalen Bereich transformiert. Damit wird
der relative Unahnlichkeitsabstand von Datenpaaren verstarkt, was die
Bezeichnung ,Kontrastverstarkung“ motiviert. Im Folgenden werden zwei
Beispiele untersucht.

mapped_dist
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02 |
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01 [

0.05 *

pom o p o

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
orig_dist

mapped_dist

800 -

00 | Abbildung 8.3: (a, oben links:) Die er-
ste Kontrastverstarkungsfunktion (Gl. 8.2) als
(0i5, Dy;) scatterplot. (b, unten links:) Hi-
200 | stogramm der Uné&hnlichkeiten D;; (c,

i oben rechts:) HMDS-Abbildung (s. Abb.8.2
0 o1 0z 03 o« und Text).

400 -

Die erste Transferfunktion ist eine einfache lineare Verschiebung zu
kleineren Un&hnlichkeitswerten mit zusatzlicher Minimalbegrenzung auf



8.1 Anwendungsbeispiele: Space of Movies

209

Dy.
Dij =« max(5ij — 5A7 DA) (82)

Abb. 8.3a exponiert die Transferfunktion flr
da = Qs+(0.01) .

Durch diese Parameterwahl der 1 %-Perzentile der 4,-Verteilung gewinnt
man eine Selbstanpassung der Transferfunktion an die auftretenden 5;5
Werte (wobei alle §;; = 0-Werte ignoriert werden).

Das clipping auf einen Minimalwert (>0), hier D4 = 0.01, sorgt fur eine
minimale repulsive Wirkung zwischen Datenpaaren. Die resultierende Un-
ahnlichkeitsverteilung zeigt in Abb. 8.3b eine deutlich sichtbare Spitze (die
1% aller Nicht-Null-Paarungen enthélt). Das HMDS-Bild (Abb. 8.3c) hat
die Ringgestalt (Abb. 8.2) aufgegeben und exponiert einige dichte Cluster.

mapped_dist
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03 —
0z |

01k

pom o o, 5% . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
orig_dist

1000
mapped_dist

800

600 -

400 1 Abbildung 8.4: (a, oben links:) Zweite, glat-
te Kontrastverstarkungsfunktion (Gl.8.3) als

2L 1 (345, Dij)-Scatterplot. (b, unten links:) Hi-
i stogramm der Dissimilaritdten D;; (c,

o o o2 03w o5 oben rechts:) HMDS-Ergebnis

Die zweite Transferfunktion zielt auf eine glatte, knickfreie Kontrastver-
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starkungsfunktion. Die Funktion ist als stliickweises Polynom

0 fir i=y
o DA far 5ij < (SA
Dij =« D+ Cl((sz'j — 5A)2 far 64 < 0ij < 0p 8:3)
Co + C3 5ij far 53 < 5ij

so entworfen , dass es an den Nahtpunkten A = (64, D4)und B = (05, Dp)
auch eine stetige Ableitung hat. Dies wird durch

D — Dy
o = BT 24 8.4
1 (53 _ (SA)Q ( )
cs = Dp—96p C3 und (85)
. Dyp-Dy
C3 = 2 53 _5A (86)

gewabhrleistet.

Abb. 8.4a zeigt die beiden Geradenstlicke und das quadratische Mittel-
teil fir A = (Qs+(0.001),0.01) und B = (Qs+(0.5),0.25). Wie in Abb. 8.4b zu
sehen, ergibt dies hier eine glatte D,;-Verteilung mit einem geringen Anteil
kleiner Abstédnde. Das HMDS-Abbild ist ein guter Kompromiss zwischen
ausgewogener Verteilung und optimaler Navigierbarkeit. Im Vergleich zu
Abb. 8.3 erzeugt die glatte Funktion breitere Kohasion und héhere Rein-
heit der ,A“-markierten Animation-Filme. Der dichte Cluster, meist Disney-
World-Produktionen, wird nun weiter und leichter unterscheidbar (s. voll-
beschriftete Darstellungen Figs. 8.6ab, 8.7ab). Trotzdem sind Mikrocluster
klar erkennbar und exponieren besonders starke Filmbindungen, so z.B.
die beiden A markierten ,Toy Story 1+2“-Filem (11 Uhr), das x-cluster er-
weist sich als ,Alien“-Filmfamilie (etwa 7 Uhr).

Figs. 8.6ab, 8.7ab bieten einige Schnappschiisse mit Filmtitelbeschriftung.

8.1.3 Ist die hyperbolische Einbettung letztlich vorteil-
haft?

Abb. 8.5 beantwortet die Frage mit einem klaren Ja. Vergleichbar mit Abb. 7.15
und 7.17), hat die Reststresskurve ein klares Minimum > 0, d.h. bei a =
9.4. Denn wenn die Un&hnlichkeitsstruktur eine euklidische Einbettung im
Sinne der E-Minimierung bevorzugen wirde, hatte dies ein Minimum in
der Nahe von « = 0 erwirkt.
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Abbildung 8.5: Der Reststress E ;2 versus dem Unéhnlichkeitsskalierfaktor « in
Gl. 8.3 besitzt ein Minimum bei o = 9.4. Wére eine euklidische Einbettung optimal,
wirde sich das Reststressminimum in der Nahe von a = 0 finden. So zeigt sich
eindeutig der Vorteil einer HMDS vor einer konventionellen MDS-Einbettung. Der
daflir Grund ist, dass im hyperbolischen Raum mehr Platz ist, exponentiell mehr
Platz um jeden Punkt.

Diskussion: Die Navigationsschnappschusse in Abb. 8.6, 8.7 geben einen
flichtigen Eindruck der explorativen Méglichkeiten, die durch HMDS, der
hyperbolische multi-dimensionale Skalierung, eréffnet werden.

Dichte Cluster sind deutlich erkennbar, z.B. die ,Star Trek*“-Gruppe,
oder die Nahe von ,Bug’s Life“ und ,Ants“; beide handeln von Insekten.
Cineasten kénnen aus dem HMDS noch so manchen Zusammenhang
entnehmen — am einfachsten durch Interaktion. Dabei sei nochmal dar-
an erinnert, dass keinerlei Hintergrundinformation verwendet wurde. Die
raumliche Anordnung wurde allein durch die Paarabstédnde der Filmrepra-
sentationen erzeugt. Diese beruhten nur auf den Worthaufigkeitseigen-
schaften der Texte von véllig unzusammenhangenden Autoren.

8.2 Anwendungsbeispiele:
Navigation in Bildsammlungen

Im vorhergehenden Beispiel wurde versucht, einen Eindruck von den inter-
aktiven Navigationsmdglichkeiten in einem space of movies zu vermitteln



212 IH*-Navigation in Dokumentkollektionen mit hybrider Architektur

*Escape_from_L.A.
XNo_Escape_(1994) xFaCW'WﬁE@Q%
I . . s XAlient_( (199
My_Favorite_Magian, WT%% Ac HResLo %%}uon (1997
XTruman_Show, Xm% 1%%Trek Insurrection_( A

Abbildung 8.6:

en_(1979) *Stargate_(1994)

. . . tar_Trek:_First_Comagial, The _(1996) -

Vier Nawgatl- . ighinder; Egdamenaaionic_(1995) xvton. i e Panet (2000)

a%@w&%mr%
OnSSChnapp- XPi_(1998) . XStrange_Days_(1995) o to Bes on_(1997)
¥ ><Dellcaless(-m _(1991) Fifth_Elemen, -ﬁnﬁiéﬁ@ﬁaénce Day. ﬁggﬁ
schiisse ol F/fq rﬁ%&@)ooo)wﬁ\es _The_(1998) Virds_(199byss, The (1989)
H XRocket % *Battlefield_Earth<RaoAOR

(Fortsetzung in ockeresthe &

ppgoma)sters The_(1994

XContact_(1997) steamersﬁgggslautxscvgwfe ﬁgg%(
AN|ghtma‘(ﬁaB@fgggbchnslmaPMs 619994)3
AChicken_Run_(2000) il SRR

(199 XSupernova_(2000) *Sphere_(1998)
é?arsh\p Troopers_(1997)
Apoug’s_1st Mov?eau{é%%gggland of_Dr._Moreau,_The

Abb. 8.7) durch
den

XTotal_Repate(199@boys_(2000)
i LBug'LPiated_BIass(1997/1 *Armageddon_(fBg8P_Impact_(1998) !
entWICkeIten v o _Biees] ) 2Lpok@mon_the_First_Movie:_ xTermmanr 2:_Judgment_Da *Srlecies_(1995)
AAFI@S(JU?IQBPark B&ger onge XLost_in_Space_(1998)
~Space of Pringe._of_Egypt, TRodq8g 010 The(1998ar T Floor. The. (18 0001 A s B ey 176
. . Titan_A.E._(2000) irteenth_Floor,_The.
mOVIeS“ — h|er AHercAF c??wgagg%b Dorado, The_(

XStar_Wars:, 7Ep'59ﬁ&,| o0

El XWat 1d.(1995) 5‘,1987) *XWild_Wild_West_{1999)
H . (1989 aterworld_{ *Timecop_(1994)
mlt Tltelbe- Mgﬁﬁﬁﬁw Groove _The

oe7) *Matrix,_The_G898) Gity (1998)
schriftung. SETILTOOE Xgth_Day,_The_(2000)
(a Oben) Dlge Aﬂ'arz@ML(WEé)BQB *Smilla's_Sense_of_Snowydrery - Qe U eaer;b%gg)suan love_or: How |
- m‘%#q%ﬁ&&g%%ﬁ}ﬁﬂfﬁgﬁ 50) xpore oo 00/ 000
U rsprungSIage - XVirtuosit} 11¥8y§) Monkeys_{1995)

*Naked_Lunch

.
&‘5@7§?é? ?%é%'z‘eys (oRgeman._The_(1997) s (138KenZ_(1999)
&00%Y§:§§§SWH§Q§%er-A1QQB XClockwork_Orange,_A(1971

(b unten:)
Durch
Fokustransfer in
die obere
Science-fiction
Region (,,x
Marker) kann
man einige
interessante
Filmpaarungen
entdecken, z.B.
ein Band von

*Nutty_Professor, T#&ipra6! 994)

XEscape_from_L.A._(1996)

XFacult 1
*No_Escape_(1994) ”‘egrgx";?@“—“ggg)
attaca_(1997)
Attacks! (1
XStar_Trek: ’\&%Eré %c st{ 996)
XMy_Favorite_Martian_(1999 *Whag Blangt ArrYawdzm?

- XStar_Trek:_Insurrection_( XSpecies_|I_(19!
Star *Mimic_(1997)  xgtar_Trek:_First_Contact_ @'enis((‘}ggég,on 199
b
Trek Fil . XTruman_Show, The_(1998) XArrival, The&}\.en (1979)
re I men in XJohnny_Mnemonic_(1995)
i . XStrange_Days_(1995)
RIChtung *Highlar@st, ENidga@e00R000 i Elemen, _The (1997) “Men '"ﬂ%—l(acé‘ﬂ—“ 150 (2000)
XIndependence_Day_(1996)
11 Uhr. In 2 Uhr *GodzilaRiL49858) *X_Files, The (1998) Mission_to_Mars_(2000)<S (1994)
. “*Batflefield | E rth gion_to_Mars_( tgrgate_(
kann man dle ><Goj_iraini-senim'\reniamui( atiele & “ﬁm Black | 20>&j5rus 73

*Tank_Girl_(199Bglicatessequerag1)2000)

vier
LAlien“-Streifen
in ihrem dichten

XPuppet_M 1
Contact_(1997) uPPet-Masters. Tg (0% sasizon_(
XHollow_Man_(2000)

XScreamers_(1995)
XAstronaut’'s_Wife,_The

XArmageddogdegSB})m *Sphere_| 19Q(%ube  (1997)
Akira_(1988)  Xisland ot& Moreau,_The paG&F&gP%ecaH (1990)

XSupernova_(2000)
0_(1998arship_ Troo%ers 19%
><F{z:ucketeer.,Th; J(ulgg.”istl)g a%'?m‘%ﬁfssm Park

Cluster Ai\lAighl.ma%q%efore Chl'[l)stma °kzm°”e?§? \&Fﬁﬁz’{% Floztoflfh;] ?gae(fﬁm&?g%R@GBgQEWPW /(2000)
inspizieren R S — . 75 i IdW(':vs GRRRSSop_11587) X200 AgSoamRRiErdN 948)
. S aterworl
P ADOHQZAZE 19%5 3?29?' L?Po‘%ado The T ark ERfrerssoioSiio_wed! (1909)

Hgyla’s SenseygsBRIRRAY TG99
g @@‘fﬂgg%r Strafigelove_or:_How_|
akedl deurch_(1991)
ﬁgmgkwork Ora ge A_(1971

044

24k g9

H2-Sammon



8.2 Anwendungsbeispiele: Navigation in Bildsammlungen 213

XTank_Girl_|

XGojira_ni-sen_mireqi;
AN|ghtmare Before_Christma fT 3
ruman_{
Lpoug's_1st MRS Ry (200Bpoketeer, The (1991
g " xoencmmms
Akira, (1988)xH°||0W X

XFrequency._(: ’,’QWM

from_L.A._(1996)

Lpinosaur, ~_(2000)
ABUQS Life, _A_(1998) XJurassic_Park_(1998% _ Filesifi

A
X|

Lantz_(1998) Lost_World: J“’ass@a‘ﬁ'rlé?‘ewna

Lperfect_Blue_(1997/1)

Dgouth_Park:_Bigger, Longe “Island_of_Dr._Mgtsifgo_ Fmg?ma
xSIars?ﬁ%“W%%\é@s

Abbildung 8.7:

( FO I”[SG'[ZU n g AFrince,oLEgypl_Ther 99 aQ%

Lpokamon the_First YimEERe 1
von Abb 86) 2Rugrats_Movie, 'I[')he mf;%teaul;;mﬁev ) é@ﬂﬁﬁrm How_|
Zwe| Welte re Dercules_(199Pocahontas_(1995) Titan A.E._(20065tar_Warsigis ga@é‘é?.?egrbé’
NaVigatlonS' s (1992 XSmiHag;w .' rasr;ge L A_(1971

laaain_| ﬁg&g
schnappschs- N At Mormaid, The (1969 ew* :
se |m ”Space of cautyand !Zte_m?iaKS;g(i?rghe (wgﬁEmperors Newé&%’n%’rledkghﬁlme (1997) XBrazLI( 198%‘8 e ﬁS)
. LFantasia/2000_(1999) XBlcentenmaI Man ﬁ(%gsor _The_(199
mOVIGS“ DManastasia_(1997) *Cit@_des enfaqgép%erdu
(a Oben-‘) Der AngiandJLTheﬁ%@gpoLCamelotiﬂ998) DBeavis_and_Buyft-head_Do_A

Dulan_(1998)

Fokus wurde in
die linke obere
Ecke bewegt —
in die Gegend
der animation
movies
(markiert mit
SA").

(b unten:) Eine
weitere Radial-
verschiebung
lasst diese
AuBenregion

XSmall__ Sﬁcﬁ |%‘rs\iv(%
iron_Giant,_The_(1999)
Aarzan_(1999) *Orgazmo_(T99%)oy_Story_2_(1999)
AI'|gger Movie,_The_| 26&Dy Story_(1995)

LDoug’s_1st_Movie_|

Acmigmﬂars o 8“‘5(1%%5

jirghai-$egomireniamu (
Dantz_(499) | L|fe A‘H‘!S@eq%@f sl it

|nosaur (2
Dprince Ago
AHercuIest 997)

er,_Longe

eﬁ‘ec%J Iu@qm&dld ParkJ
XLost_Wore_i
Xlsland_of_Dr. NiBR
LBeauty_and theﬁBeaSL(1@8003’10”133,(1995) XCo ngof
laddin_(1992) St

naher" Starh
” . Stax:lw =3 %)
Ay YA 0_EI_Doradgy The a(
kommen und Bion, luile ] M%ga)g,jheﬁ%féd WﬁZRj,%.,{enealwumy ] zaexer/K 3(1971
. XSmille 82}
el’|au bt eine Xing_and_|, _TRg (1999) - 1907) Lemperor's_New_Groove,_The " \rtmw s
ganze Gruppe Lramasutopy oo AP T (19
antasia/
von DQuest_for_Camelot_(1998) XCit@fdesﬁenW%%

ABe'avws_and Butt-head_Do_A

Wald-Disney-
Animationsfilmen
Zu
identifizieren.

Dulan_(1998
ulan ( ) 2LGool_World/(1992)

XSmall_Soldiers_(1998)

ATarzan_(1999)

Iron_Giant,_The_(1999)
XOrgazmo_| (1997) &Toy_Story_2_(1999)

Aigger_Movie,_The_(2000) Aoy_Story_(1995)

H2-Sammon



214

IH*-Navigation in Dokumentkollektionen mit hybrider Architektur

(limitiert durch die Papierform). Die Darstellungen basierten auf der Tex-
treprésentation von im Internet verfligbarer Co-Information Uber die Filme.
Im Prinzip kann aber jede Form von Distanzmasse integriert werden. Zum
Beispiel kénnen dies fur Filmsequenzen auch KorrelationsmafBe verschie-
denster Art sein (s. Abs.2.4.3).

In Abb. 8.8 wird dies anhand von Farbahnlichkeiten an Digitalbildern
illustriert. Zum Einsatz kommen die in Abs. 2.4.3 erlauterten Earth-Mover-
Distance-Farbmetriken (EMD, s.S.24), die auf den 100 hier verwende-
ten Bilden berechnet werden. Deutlich wird das Clustering in Gruppen
ahnlicher Farben und Motive. In einem weiteren Schritt kénnten Struktur-
und Textur-basierte Merkmale ermittelt und in der Distanzberechnung in-
tegriert werden.

8.3 Eigenschaftsvergleich der Layouttechniken

Wie lassen sich die drei vorgestellten Techniken zum Erzeugen eines Da-
tenlayouts im IH? vergleichen? Was sind ihre Eigenschaften, Vor- und
Nachteile bezlglich verschiedener Betrachtungswinkel?

8.3.1 Zulassige Typen von Eingabedaten

HTL: Die Hyperbolic-Tree-Layout-Technik (Abs.7.1) erfordert, wie ihr Na-
me schon sagt, azyklische Graphdaten als Eingabe. Bevorzugt sind aus-
gewogene Hierarchien mit Verzweigungsfaktoren im Bereich 4—12.

HSOM: Die Hyperbolic Self-Organizing Map (Abs.7.2) verarbeitet aus-
schlieBlich Vektorreprésentationen, im Gegensatz zum HMDS.

HMDS: das Hyperbolic-Multi-Dimensional-Scaling-Verfahren (Abs. 7.3) ver-
wendet Unahnlichkeitsdaten. Da eine geeignete Distanzfunktion im Prin-
zip samtliche andere Datentypen in Un&hnlichkeitsdaten Gberfihren kann
und sich auch fehlende Werte gut behandeln lassen (s. Abs.2.3), kann
man Unahnlichkeitsdaten als den allgemeinsten Datentyp betrachten.
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Abbildung 8.8: Navigationsschnappschuss fir eine Sammlung von 100 Bil-
dern, deren Ahnlichkeit mittels der EMD-Farbmetrik bewertet wurde. Deut-
lich wird die natlrlich wirkende Strukturierung der Bilder, die die Naviga-
tion und Bildsuche beschleunigt. Die BildvergréBerung andert sich radial
entsprechend der Auflésung im Poincaré-Modell Gl. 6.20. Siehe auch fol-
gende Abb.
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Abbildung 8.9: Wie vorherige Abb. 8.8. Hier mit starkerer Entfaltung der
Bilder durch groBeres «.
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8.3.2 Skalierverhalten bezuglich der Datenanzahl N

HTL und HSOM teilen den Vorteil einer linearen Skalierung in der Anzahl
N der Objekte. Die HSOM skaliert auch linear in der Dimensionalitat des
Eingaberaumes m und der Anzahl von Knoten K.

HMDS skaliert nicht so gut und benétigt N(N — 1)/2 Unahnlichkeitswerte
aller Objektpaare. Wenn N auf mehr als wenige hundert Objekte ansteigt,
wird der Layoutprozess ist fUr die interaktive Datenexploration zu langsam
und das Ergebnis manchmal auch nicht ganz Uberzeugend. Die Vorausbe-
rechnung des HMDS-Layouts kann dann eine gute und responsive Lésung
bieten.

8.3.3 Layoutresultat

HTL returniert die IH>-Positionen aller Objekte, die durch rekursive Platz-
teilung festgelegt wurden.

Die HSOM returniert die festen IH*-Gitterpositionen (z.B. Knoten des Tes-
selationsgitters Abb. 7.5). Ein Objekt wird auf denjenigen Knoten abge-
bildet, dessen Prototypenmerkmalsvektor dem Objektmerkmalsvektor am
ahnlichsten ist. Jeder Knoten ist zum einen durch den Prototypen, den
Gruppenreprasentanten gekennzeichnet, zum anderen kann er mit de-
skriptiven Informationen ausgeristet werden. Dazu kommt prinzipiell jede
Information in Frage, die die Objektmenge charakterisiert, die dem Knoten
zugewiesen wurde. Sie beschreibt also den ,Zusténdigkeitsbereich® und
kann in verschiedenste Arten graphischer und textueller Attribute bedarfs-
gerecht transformiert und dargestellt werden.

HMDS returniert (wie HTL) die IH>-Positionen jedes Objektes. Die raumli-
che Position repréasentiert dabei Nachbarschaft und Ahnlichkeit auf der in-
dividuellen Objektebene. Damit verwirklicht die HMDS das metaphorische
Konzept einer Landschaftskarte auf dem héhsten Detaillierungsgrad.

8.3.4 Neue Objekte
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HTL bendtigt ein partielles Neulayout aller kleinsten Teilbdume, welche
die neuen Objekte enthalten.

Die HSOM bildet ein neues Objekt einfach auf den bestpassenden Kno-
ten im Gitter ab. Die bendtigte Zeit skaliert mit der Knotenzahl K, da K
Vergleichsoperationen involviert sind.

Die HMDS erfordert eine erneuerte Minimierung der Kostenfunktion. Zur
Beschleunigung kann das vorherige Layout als Ausgangslage verwendet
werden.

8.4 Ein hybrider Ansatz zum Navigieren in groBen

Datenkollektionen
H2 Poincare
H M . .
S0 prototypes Pr01ect|on
T navigate
t ' Selection select
H2 Poincare
HMDS objects Projection

T navigate

Abbildung 8.10: Die vorgeschlagene Architektur kombiniert die Vorteile der
zwei IH*-Layouttechniken: (oben:) Die HSOM erméglicht eine Uberblicks-
karte der gesamten Datenbasis; (unten:) Die HMDS bildet kleinere Da-
tensatze auf eine raumlich kontinuierliche Weise ab und spiegelt dabei die
Ahnlichkeitsstruktur der individuellen Objekte wider. Das Anzeigekonzept
ist vereinheitlicht: beide nutzen die auBergewdhnlichen Visualisierungs-
und Navigationsmdglichkeiten des IH>.

Der vorangegangene Vergleich zeigte Vor- und Nachteile der verschie-
denen Layouttechniken und motiviert zu einer Synthese zum Navigieren
in groBen Datenkollektionen. Sie besteht aus drei Hauptkomponenten:
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e der HSOM zur selbstorganisierten Bildung einer groben Themenkar-
te;

e der HMDS zur detaillierten Inspektion von Datenteilmengen. Hierbei
wird etwaige raumliche Nahe durch die Ahnlichkeit der Objekte re-
flektiert;

e Das Anzeigekonzept ist vereinheitlicht und nutzt in beiden Teilberei-
chen die Vorteile des hyperbolischen Raumes I und der Fokus-&-
Kontext-Technik.

Die hybride Architektur wird von Abb. 8.10 illustriert und im folgenden An-
wendungsbeispiel demonstriert.

8.5 Anwendungsbeispiele:
Navigation im Nachrichtenstrom von Reu-
ters

Der Benchmarkdatensatz Reuters-21578 ist eine Kollektion von Textdo-
kumenten aus dem Reuters-Newsticker in der Zeit vom 26.02.1987 bis
20.10.1987 und wurde von David Lewis von ATT Research Labs aufberei-
tet (1997). Die meisten Nachrichtenartikel wurden manuell kategorisiert,
d.h. einer oder mehreren von insgesamt 132 Kategorieren zugeordnet.
Die zehn zahlenstarksten Kategorien wurden zu Test- und Annotations-
zwecken weiterverwendet (s.u. Abb.8.13). Es wurden zwei Teilmengen
gebildet, die sich an der Datumsgrenze 7.04.1987 trennen: Der erste Trai-
ningsdatensatz (<7.4.) enthélt 9603 und der zweite Testdatensatz 3299
Artikel. Dieser so genannte ,ModApte“-Split wurde von mehreren Auto-
ren verwendet (Joachims 1998; Lodhi et al. 2001). Die Textreprasentation
folgt wieder dem Konzept des Bag-of-words- oder Vektorraummodells (s.
Abs. 2.4.2). Nach dem Trimmen des Worterbuches wurden 5561 verschie-
dene Wortstamme herauskristallisiert (Walter et al. 2003).

8.5.1 Textkategorisierung

Zunachst wird die HSOM mit dem ersten Datensatz traininert und die
Qualitat der Kartenbildung anhand des zweiten Testdatensatzes unter-
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sucht. Wie beurteilt man das gefundene JH?-Layout objektiv? Die Kernidee
ist die Bestimmung der dominanten Kategorien jedes Knotens anhand
aller ihm zugeordneten Trainingsdokumente. Als nachstes wird die Tref-
ferhaufigkeit fir neue Dokumente aus der Testmenge ausgewertet. Da-
bei wird angenommen, sie gehoren jeweils auch zu den Kategorien des
Best-match-Prototypen. In einer detaillierteren Analyse wurden katego-
riespezifische Kontingenztabellen geflhrt und der Break-even-Punkt der
Precision-recall-Kurve bestimmt (s. Abs. 5.7.4). Dieser Wert erlaubt einen
Vergleich mit Arbeiten aus der Literatur. Es stellt sich heraus, dass sich
die HSOM hier knapp unterhalb der auf Klassifikationsleistung optimierten
Verfahren ansiedelt (Naheres in Ontrup und Ritter 2001; Yang 1999) — im
Gegensatz zu den Filmdaten mit vergleichbar guten Ergebnissen (Ontrup
und Ritter 2001). Als Baustein des Navigationssytems (Abb. 8.10) ist die
Erzeugung einer zweidimensionalen Darstellung aber eine sehr entschei-
dende Eigenschaft und kompensiert vielfach den geringen Leistungsnach-
teil.

Abb. 8.11 bildet eine HSOM mit inspesamt K, , = 1306 Knoten ab (s.a.
Tab. 7.1). Die Gitterstruktur ist auf der H>-Poincaré-Kreisscheibe gezeich-
net. Die perspektivische 3D-Projektion erlaubt, weitere Informationen in
der dritten Dimension unterzubringen. Die Nadel, die jeden Knoten mar-
kiert, ermdglicht die datengetriebene Attributgestaltung, insbesondere:

e Nadellange = Hohe;

o Kopfform = Glyphart;

o KopfgréBe = Glyphskalierung;

e Kopffarbe = Ton und Sattigung;

e Schaftzeichnung, komplexere Glyphen und Facettencolorierung.
In Abb.8.11 wird die jeweils gruppendominierende Kategorie durch den
Glyphen und seine Farbe markiert, die H6he und GréBe korrespondieren

mit der Zahl der Dokumente, die vor und nach dem 7.04.1987 erschienen
sind.

Vorteilhaft erscheint der Uberblick tiber den Inhalt, auch in den Rand-
gebieten, denn es findet hier kein Ausblenden des co-Randes statt und die
entlegeneren Knoten umzaunen die innere IH?-Flache. An der regionalen
Sammlung gleicher Glypharten und -farben — also gleicher Kategorien —
wird bereits das Ordnungsvermégen der HSOM deutlich. Nachteilig ist die
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Abbildung 8.11: Das HSOM-Gitter in Poincaré-Projektion, hier perspektivisch
und mit Markern dargestellte dominante Nachrichtenkategorie aus dem Reuters-
21578-Korpus, wird durch den Glyph ausgedrlckt und zeigt, dass semantisch
sinnvolle Themencluster entstanden sind.

weite Streuung der Knoten, die auch mit weiten Navigationsstrecken ver-
bunden ist.

Abb. 8.12a zeigt die Ursprungsstellung einer deutlich ,kleineren* HSOM
mit K73 = 161 Knoten. Jeder Knoten erweitert nun seinen Zustandigkeits-
bereich und enthalt im Mittel 80 Dokumente der insgesamt 12.902. Diese
Anzahl von Dokumenten kann von der nachgeordneten HMDS in Echtzeit
flissig abgebildet werden. Zunachst werden interaktiv interessante Berei-
che exploriert. In 5 Uhr-Richtung steht ein ,?“-bezeichneter, gelb gefarbter
Kugelglyph in Umgebung von griinen Markern. Dieser soll nun exempla-
risch inspiziert werden. Die Knotenwahl ist mit einer Teilmengenselekii-
on verknipft und bewirkt, dass die Gruppe von zugeordneten Dokumen-
ten dem HMDS-Verfahren zugefiihrt wird und die Paarabstande berechnet
werden.
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Abbildung 8.12: (a, oben:) Dieselben Daten wie in Abb.8.11, aber mit einem
kompakteren HSOM-Gitter mit K7 3 = 161 Knoten. Die GlyphgrdéBe und -héhe kor-
respondiert jeweils mit der Gruppenstarke vor und nach dem Stichtag 7.04.1987.
(b, unten:) Weiterer Navigationsschnappschuss: Der vorher mit ,,?“ markierte Kno-
ten ist hier ndher im Blickfeld und farblich hervorgehoben. Die Keyword-probe-
Technik schreibt die wichtigsten Schlisselwdrter auf eine virtuelle Flagge Uber
den gewahlten Knoten. Hier zeigen sie an zwei benachbarten Knoten deren the-
matische Ahnlichkeit.
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Die Abb. 8.12b zeigt noch ein weiteres Inspektionswerkzeug, den key-
word probe. Die gewilnschten Knoten werden textuell beschriftet. Hier
mit den zehn Schllisselworten, die den Knoten kennzeichnen. Technisch
sind dies die Woérterbucheintrage (Wortstdmme), die mit den zehn stéark-
sten Komponenten des betreffenden Prototypenmerkmalsvektors korre-
spondieren. Der keyword probe fir den Nachbarknoten lasst wieder die
thematische Nachbarschaft erkennen.

OEarn
< Acquisition
AMoney-FX
OCrude
Grain
Trade
Interest
Wheat
[Iship
<>Corn
AOther

Abbildung 8.13: Die HMDS-Visualisierung aller Dokumente, die dem in
Abb.8.12a mit ,?* identifizierten Knoten zugeordnet sind. Die Legende rechts
gibt Aufschluss Uber die Klassifizierung in die zehn wichtigsten Nachrichtenka-
tegorien. Durch konzentrisches Zeichnen (mit wachsender GrdBe) kdnnen hier
auch Mehrfachzuordnungen auf Dokumentebene sichtbar gemacht werden. Das
Kreuz im Ursprung teilt den IH? in vier Quadranten und macht in den Folgebildern
die Fokusverschiebung deutlich.

Abb. 8.13 zeigt das detaillierte HMDS-Resultat aller Dokumente im au-
genfalligen ,?“-Knoten (Abb. 8.12a). Da die relative raumliche Position der
individuellen Dokumente eine wichtige Rolle einnimmt, ist hier auf eine
perspektivische Verzerrung verzichtet worden. Die 2D-Glyphen sind so
gewahlt, dass sie auch konzentrisch gezeichnet werden kénnen, um ei-
ne Mehrfachkategorisierung einer Nachricht klar Rechnung zu tragen (s.
Legende in Abb. 8.13.
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Mehrere Cluster konnen deutlich unterschieden werden. Die ,A“-markierte-

Gruppe ist eine Kategoriemixtur, wahrend die anderen ,B“—,E* wesentlich
homogener sind.

Aktiviert man die Datenbeschriftung (hier fir eine Teilmenge), kann
man anhand der pragnanten (aber langen) Nachrichtentitel die semanti-
sche Stimmigkeit der Nachbarschaft verifizieren. Abb. 8.14 zeigt den ,C*-
Cluster zentriert (Abb.8.13 in 8 Uhr-Richtung). Die Nachrichten drehen
sich alle um einen mehrwéchigen Streik, der in der Olsaatenfabrik Car-
gill (Seaforth, UK) Anfang 1987 wiederholt Anlass far Nachrichten gab.
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/CARGILL_U.K._STRIKE_TALK; _POSTPORED 486

/CARGILL_U.K._STRIKE_TALKS_POSTRONED_TILL_MONDAY-1966
) /CARGILL_STRIKE_TALKS_CONTINUING_TODAY-5833

/CARGILL_U.K._STRIKE_TALKS_RERRESUME_THIS_AFTERNO!
/CARGILL_UK._STRIKE_TALKS_BREAK_OFF_WITHQUT RESULT-12425

@AR@LL_U.K._STRIKE_TALKS_T_RESUME_TUESDAY-
/CARGILT,_U.K_STRIKE_TALKS_ _TO_CONTINUE_MONDAY-3710

Abbildung  8.14: HMDS-Navigationsschnappschuss mit dem ,C*
Dokumentcluster (Abb.8.13) im Fokus und mit Einblendung von Nachrich-
tentiteln. Alle befassen sich mit einem Thema: einem Arbeiterstreik in einer
britischen Olsaatenfabrik. Das Orientierungskreuz aus IH ?-Geraden erscheint in
Abb.8.13 gerade und nun als Kreisbdgen, die senkrecht zueinander und auch
zum oo-Rand stehen.

Als visuelle Orientierung sind in allen drei HMDS-Bildern zwei sich im
Ursprung senkrecht kreuzende IH*-Geraden eingezeichnet. Das Faden-
kreuz in Abb. 8.13 vierteilt den IH* symmetrisch. In Abb. 8.14 ist es isome-
trisch nach rechts oben gewandert und erscheint erwartungsgeman als
gekreuzte Kreisbégen. Die Schnittwinkel sind rechtwinklig erhalten — zu-
einander und zum co-Kreisrand. Alternativ kann auch ein IH?>-Gitter (Abb. 7.5)
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als Orientierungsttitze eingeblendet und isometrisch mitgeftihrt werden.

Abb. 8.15 rickt den ,E“-Nachrichtencluster in den Fokus: Dieser hat
auch mit Streiks zu tun, aber im Rotterdamer Hafen im Marz 1987, wie
man an den Labels ablesen kann. Man erkennt die thematische Zusam-
mengehdorigkeit sowohl auf Clusterebene als auch auf Knotenebene, denn
alle Dokumente dieser Ansicht gehéren ja zum selben HSOM-Knoten (d.h.
dem mit ,?“ markierten in Abb. 8.12a).

Die Beschriftung mit der vollen Nachrichtentberschrift ist Dank deren
Pragnanz sinnvoll, aber auch sehr raumnehmend. In den Bildern wurde
daher interaktiv nur eine Auswahl aktiviert. Es wird nochmals deutlich, wie
hilfreich es ist, eine interessante Region fokussieren zu kénnen und damit
in intuitiver Weise fur den aktuellen Interessensschwerpunkt mehr Anzei-
geplatz zu allokieren. Das Umfeld wird dabei graduell komprimiert, ohne
dass es abrupt ausgeblendet werden muss.
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ENOFFICIAL STRIKE_HITS_ROTTERDAM_G

5870
UTCH_PORT_EMPLOYERS_RESUME_LAY-OFF_PLANS-
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[PUTCH_PORT_UNION_TO_MEET PARLIAMENTARIANS_TODAY-3572

Abbildung 8.15: HMDS-Navigationsschnappschuss — nun mit dem ,E*
Dokumentcluster im Fokus. Auch hier zu einem recht spezifischen Thema, d.h.
einen Streik im Rotterdamer Hafen. Die Ursprungslage von Abb. 8.13 wird auch
hier mit dem IH2-Geradenkreuz markiert.
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8.5.2 Ahnlichkeitssuche anhand einer
Suchanfrage oder eines Vorlagedokuments

Der hybride Navigationsansatz kann auch eingesetzt werden, um &hnliche
Dokumente in einer sehr groBen Datenkollektion ® zu lokalisieren. Das
Konzept unterstutzt dabei die Vorlage

gulf

ran

oil
missil
iranian
attack
shi
supertank

tehran

Abbildung 8.16: Ein weiterer Navigationsschnappschuss der HSOM (gleich der
u.a. in Abb. 8.12a) in Richtung 10 Uhr und Markierung der fiir den Suchtext (,USA
leading the strike in a Gulf war against Iraq?”) zustandigen Knoten a*. Der key-

word probe offenbart Einsichten in die thematische Verortung des Knotens und
eines seiner Nachbarn.

e einer textuellen Suchanfrage, mittels eines oder mehrerer Stichwor-
te, oder

e eines weiteren Textdokuments.
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Der Suchaufwand skaliert hervorragend, da nur Knotenzahl-viele Verglei-
che mit den K Prototypen der HSOM durchgefiihrt werden missen. Ins-
gesamt werden folgende Schritte ausgefihrt:

1. Fdr eine neue Vorlage wird zuerst der Vektorraummodellmerkmals-
vektor fi,,,,,. bestimmt;

2. der ahnlichste HSOM-Prototypenvektor f,- wird gesucht und ggf. an-
gezeigt;

3. Die Dokumentteilmenge © fur den HMDS-Schritt wird selektiert. Sie
besteht aus der Vorlage und den Dokumenten, die dem Best-match-
Knoten a* zugeordnet sind;

4. Die Paardistanzen zwischen den Dokumenten © werden berechnet;
5. Eine HMDS Einbettung aller Dokumente © wird ermittelt und

6. interaktiv navigierbar im IH? angezeigt.

Zwei Beispiele sollen dies verdeutlichen.

Das erste Beispiel (i) ist der Suchtext ,USA leading the strike in a Gulf
war against Irag?“. In Abb.8.16 ist der HSOM-Knoten farblich hervorge-
hoben, der fir diesen Suchtext zustandig ist. Das zweite Beispiel (ii) ist
auch ein Nachrichtenartikel, diesmal aus der Webedition von CNN vom
27.02.2003 mit dem vielversprechenden Titel ,Bush: Ending Saddam’s
regime will bring stability to Mideast“'. Beide Texte werden auf densel-
ben HSOM Knoten abgebildet, der in Abb.8.16 farblich hervorgehoben
ist. Der Text hat bemerkenswerterweise auch mit strike zu tun. Es geht
dabei jedoch nicht um Arbeitskdmpfe, wie im vorher inspizierten Knoten
(Abb. 8.12b), sondern um Militarschlage.

Dies wird nicht nur bei der Analyse der Schlisselwdérter im HSOM-
KnotenUberblick (Abb. 8.16) deutlich, sondern insbesondere in der Detail-
ansicht. Abb.8.17 zeigt das HMDS-Ergebnis der Dokumententeilmenge
© zusammen mit den beiden Suchvorlagen. Die Texte liegen zeitlich weit
auseinander und werden vom Gesamtsystem semantisch sinnvoll und hilf-
reich verortet — zunéchst grob mittels der HSOM, dann auf Detailebene
mittels der HMDS — und auf beiden Ebenen konzepttreu und interaktiv na-
vigierbar dargestellt.

1 http://www.cnn.com/2003/WORLD/meast/02/27/sprj.irq.bush.speech/index.html, ~ Stand Marz 2003
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OQ: Bush: Ending Saddam’s regime...<CNN:2003/02/27>

o G

ol [OYS_WARNS_IRAN,_BEGINS_ESCORTING_TANKER_CONVOY.<20464>

Abbildung 8.17: Ein HMDS-Mapping der Dokumententeilmenge © zum Knoten
a*, der fur beide Suchvorlagen zustandig wurde. Der Suchtext (Query: USA lea-
ding the strike in a gulf war against iraq?) ist unter 4 Uhr, das CNN-Suchdokument
(Query: Bush: Ending Saddam’s regime ...) in 10 Uhr-Richtung zu finden. Die Ti-
tel der Umgebungsdokumente zeigen die Themenverwandtschaft: Spannungen
in der Golfregion (s.a. Abb. 8.18).

8.5.3 Weitere Schritte in der Ergebnisprasentation

Abhé&ngig von der Anwendung kann im n&chsten Schritt das Dokument
durch Mausselektion dem formatspezifischem Dokument- oder Objektbrow-
ser zugefuhrt werden.

Ist der Titel noch nicht aussagekraftig, kann der keyword probe auch
auf Dokumentebene aktiviert werden, um eine Einschatzung der wichtig-
sten Worte zu erhalten. Hierbei werden interaktiv durch Mausklick einzelne
Dokumente auf ihre dominanten Wortmerkmale hin untersucht. Abb. 8.18
visualisiert einige Keyword-probe-Ergebnisse, hier jeweils die zehn stark-
sten Vektorkomponenten des Dokumentenmerkmalsvektors. Damit offe-
riert dieses Verfahren den Titel flankierende Informationen, bevor auf das
Volldokument zugegriffen wird.

Handelt es sich um eine Suchanfrage, so hat sich die Keyword-in-
context-Darstellung bewéahrt und wird in vielen Suchmaschinen praktiziert.
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Abbildung 8.18: Integrierte Darstellung der keyword probes fiir einige Doku-
mente in Abb.8.17. Die jeweils zehn wertstarksten Komponenten der normier-
ten Dokumentenmerkmalsvektoren f;’ (mit Wertangabe in Klammern) sind in den
Seitenboxen aufgelistet. Die beiden Suchvorlagen sind hervorgehoben (,Q:). Auf
diese Weise kann Einblick in die (gewichteten) Worth&ufigkeiten der Einzeldoku-
mente gewonnen werden, und die Themenstruktur der Dokumente kénnen auf
einem hohen Abstraktionsniveau Uberprift werden.

Die Suchwoérter werden in den in Frage kommenden Dokumenten ge-
sucht, typographisch hervorgehoben und gemeinsam mit Umgebungstext-
ausschnitten prasentiert. Die manuelle Inspektion kann unterstitzt wer-
den, indem alle Suchworte im Volltext eine geeignete Markierung finden,
wie zum Beispiel im Cache-Mode bei Google.

Mochte man ganze Textdokumente vergleichen, ist die Hervorhebung
aller Worte nicht mehr sinnvoll. Daflr ist eine Analyse der Gbereinstim-
menden Worte und der Gruppierung in Wortfelder mdglich. Eine kompakte
graphische Annotation in kleine Tile Bars schlug Hearst (1995) vor.
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8.5.4 Wahl der HSOM-GittergroBe

Die GroBenwahl des HSOM-Gitters ist generell ein Kompromiss, bei dem
folgende Einflisse eine Rolle spielen:

e Die Trainingszeit fir die HSOM skaliert etwa mit der Anzahl Knoten
K des Gitters (siehe auch Abs. 8.6);

e Ein sehr groBes Netz erfordert lange Navigationstrecken in der I>-
Interaktion (vgl. Abb.8.11 und Abb.8.12a). Die dann sehr zahlrei-
chen, entfernten Randknoten reihen sich nahe dem Einheitkreis —
oder werden aus Grinden der Fokussierung und Performanz nicht
dargestellt oder substituiert;

e Je groBer der Gesamtkorpus, desto gréBer die mittlere Anzahl se-
lektierter Dokumente (|©]) = |®|/K;

e In der Praxis bewéhrt sich eine HMDS Objektanzahl N = |©| im
Bereich 40 bis 150.

Glicklicherweise ist die genaue Wahl der HSOM-GréBe unkritisch. Durch
eine Auswahloptimierung der Vergleichsdokumente, die im Folgenden vor-
gestellt wird, ist zudem die HMDS-Objektanzahl N ganzlich von der HSOM-
Gitterwahl entkoppelbar.

8.5.5 Auswahloptimierung fiir die Ahnlichkeitssuche

Eine bessere Feinsteuerung der ©-Selektion lasst sich durch Modifikation
des Ablaufschrittes 3 von S. 227 implementieren.

(i) Eine Reduktion der Menge || ist durch Auswahl der N Dokumen-
te mdglich, die der Vorlage am ahnlichsten sind. Dieser Vorgang
schlieBt |©| Vergleiche und |©] log |©| Sortierschritte ein.

(i) Eine Erweiterung der Menge |©| erreicht man durch Hinzunahme der
Dokumente, die dem zweit-, dritt-, ..., -dhnlichsten HSOM Prototy-
penvektor a*?, a*3, ... zugeordnet sind (Gl. 5.70).

Kombiniert man die beiden Verfahren (ii dann /), indem man gezielt den
Vergleichsraum Uber die Bereichsgrenzen des Best-match-Knotens (BMU)
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erweitert und anschlieBend definiert reduziert, kann man das Selektions-
verhalten des Gesamtsystems an diesen Voronoi-Grenzen verbessern.
Dies ist bedeutsam fiir Suchvorlagen, die nicht eindeutig zu einer be-
stimmten Themengruppe gehéren und damit zu verschiedenen Dokumen-
tenclustern (und damit den Prototypenvektorn) ahnlich weit entfernt sind.

Zusatzlich wird damit eine Immunisierung gegen Auswirkungen topo-
logischer Defekte in der HSOM erreicht. Faltungen bedeuten Objektnach-
barschaft ggf. weit jenseits der Gitternachbarschaft. Durch die distanzab-
héangige Erweiterung (i) werden die Dokumente aus der Nachbarschaft
erreichbar, auch wenn sie zu nichtbenachbarten Knoten gehéren. Diese
Vorzuge sind besonders bei sehr hochdimensionalen Datensatzen von In-
teresse, da hier topologische Defekte kaum ausgeschlossen werden kon-
nen.

Durch den hybriden Ansatz skaliert das Verfahren auch in Bereichen
von Millionen von Dokumenten sehr gut, da strukturell die Best-match-
Suche O(K) durch eine Rangbildung O(K log K) ersetzt wird. Der restli-
che Ablauf skaliert quadratisch mit dem Kontrollparameter .

8.6 Jumpstarting

Zur Beschleunigung des HMDS-Verfahrens kann die geeignete initiale Vor-
strukturierung der Objektlokation {x;} einen nicht unwesentlichen Zeit-
gewinn bedeuten. Hierzu eignet sich das 2D-Fastmap-Verfahren, das in
Abs. 5.10.4 vorgestellt wurde. Ausgehend von den Disparitaten D,; findet
es eine hilfreiche Anfangskonfiguration {x/'} € IR®. Drei Dinge miissen
dabei beachtet werden:

Identitat: ldentische Paare aus {x!'} missen verhindert werden. Wenn
die Dreiecksungleichung haufig verletzt ist, kbnnen mehrere Datenpunk-
te auf die gleiche Position abgebildet werden. In diesem Fall wirde das

HMDS-Verfahren in Gl. 7.14 divergieren. Addiert man einen geringen Rausch-

term 7 zu den x;, ist die Gefahr gebannt.

Zentrierung: Die Daten werden zusatzlich zentriert:

X, =x—-%x"+n9. (8.7)
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Radialskalierung: Das Fastmap-Verfahren liefert Ergebnisse in IR* — ge-
braucht wird aber eine Startkonfiguration in der Poincaré-Scheibe im IH?.
Die probate Abbildung ist eine radiale Reskalierung

exp [x;| —1

x| = (8.8)

exp x| + 1

in den Einheitskreis. Diese Wahl ist durch den hyperbolischen Radialab-
stand motiviert und von Gl. 6.24 abgeleitet.

Dieses Starthilfeverfahren erméglicht es, schneller eine gute HMDS L6-
sung zu finden.



Kapitel 9

Fallbeispiel: Datamining in der
Herzchirurgie

Anhand dieses Fallbeispiels soll das Zusammenspiel von mehreren Kom-
ponenten der integrierten Prasentation von komplexen Daten in einem
Datamining-Projekt demonstriert werden. Es handelt sich um Arbeiten, die
in einem vom Autor initiierten Kooperationsprojekt mit dem Herzzentrum
Lahr/Baden entstanden sind. Zunachst werden die Anwendungsdoméane
und der Aufbau eines Data-Mart-Systems erlautert, Modelle zur Risikoad-
justierung vorgestellt und es wird von Anwendungen berichtet.

9.1 Anwendungsdomane Herzchirurgie in Lahr

Durch die gestiegene Lebenserwartung und wohlstandsbedingte Lebens-
fihrung haben kardiovaskulare Erkrankungen stark an Bedeutung zuge-
nommen. Dazu gehdren BlutgefaBverengung durch harte oder weiche Plaques,
die den Herzmuskel insbesondere unter Belastung nicht mehr genigend
mit Blut versorgen und aufgrund der damit einhergehenden Schmerzen
die Lebensqualitat des Betroffenen stark einschranken kénnen. Der so ge-
nannte Herz- oder Myokardinfarkt ist eine akute Herzmuskelunterversor-
gung, die ausgedehnte Muskelareale unter Umstanden dauerhaft schadi-
gen kann. Er wird durch lokalen Thrombusverschluss eines Herzkranzge-
faBes verursacht. Thromben sind Blutgerinnsel, die durch Blutgerinnungs-
aktivierung im Bereich aufgebrochener weicher Plaques oder in strémungs-
armen Zonen von BlutgefdBen, z.B. in pathologischen GefaBwandaus-
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sackungen, ihren Ursprung haben. Wahrend beim Myokardinfarkt lokal
entstandene Thromben den Schaden verursachen, sind es beim Hirnin-
farkt (Schlaganfall, Stroke oder auch Apoplex genannt) meist losgeldste
und angeschwemmte Thromben. Da die Lunge als groBer Thrombenfil-
ter wirkt, ist durch die beiden Blutkreislaufe des Herzkreislaufsystems das
Hirn vor Thromben aus dem Torus geschutzt, nicht aber vor Thromben aus
dem Bereich der beiden linken Herzkammern (Vorhof und Ventrikel) und
der finf Versorgungsarterien des Hirns. Dieser Umstand begriindet das
besondere Operationsrisiko, einen Schlaganfall wahrend oder kurz nach
einer Herzoperation (perioperativ) zu erleiden.

9.1.1 Tatigkeitsspektrum

Kardiologen haben sich auf Diagnostik und nicht-chirurgische Behand-
lung dieser Erkrankungen spezialisiert. Sie fihren ferner minimal-invasive
Untersuchungen und Eingriffe durch GefaBkatheder durch, z.B. Kontrast-
mittelangiographien (GefaBbeurteilung mit Réntgenbildern), Ballondilata-
tionen (Aufdehnungen von innen) bei GefaBverengungen und ggf. Einbau
von Stents (Metallstltzgittern) .

Die Herz-, Thorax- und GeféaBchirurgie befasst sich, wie der Name
schon sagt, mit groBen Operationen, die die Offnung des Brustraumes
und Operationen am Herzen einschlieBen. Die besondere Kunst liegt dar-
in, die lebenswichtige Kdrperversorgung mit sauerstoffreichem Blut auch
wahrend langer operativer Eingriffe sicher aufrechtzuerhalten. Typische
Operationen umfassen das Aufndhen von HilfsgefaBen fur die Versorgung
der HerzkranzgefaBe (,bypass®), die Rekonstruktion von undichten und
defekten Herzklappen (auch Ersatz von Aorten-, Mitral- und/oder Triku-
spidalklappe) und die Restaurierung von groBen GefaBwanden.

Das Herzzentrum Lahr in Studbaden ist eine hochspezialisierte Kili-
nik, die jahrlich etwa 2.000 solcher groBen herzchirurgischen Operationen
ausfihrt (Detailzahlen finden sich im Jahresbericht Walter, Arnrich, Ro-
sendahl und Ennker 2001). Im Vergleich zu einem Allgemeinkrankenhaus
ist das Fallspektrum schmal — daflr aber hochfrequent. Der daraus re-
sultierende Datensatz ist fir medizinische Verhaltnisse sehr umfangreich
und damit aus Sicht des Dataminings und der medizinischen Forschung
besonders interessant.

Von Seiten der Klinik besteht eine weitere Motivation fir das Datamining-
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Abbildung 9.1: (a, links:) Ein Blick in den Operationssaal wahrend einer Her-
zoperation. (b, rechts:) Die Ansicht eines Informatikers auf die wichtigsten,
zusammengefihrten Daten Uber eine OP in einem verkleinertem entity-relation-
diagram.

Projekt in der Unterstltzung und Foérderung der Qualitatssicherung (QS)
und des Klinikmanagements. Seit Bestehen der Klinik war es von seiten
des Klinikdirektoriums (Ennker 1998) stets héchste Prioritat, sowohl die
Qualitatsstandards als auch die Prozesstransparenz deutlich zu erhéhen,
nicht nur innerhalb des eigenen Hauses, sondern gerade auch im inter-
klinischen Vergleich. Dies wird auch daran deutlich, dass Lahr als erstes
deutsches Herzzentrum 1999 eine Zertifizierung nach 1ISO 9001 erlangte.

9.1.2 Risikoadjustierung und EuroSCORE

Ein Vorreiter fir Transparenz war das New York State Department of Health.

Es verdffentlichte 1991 die ersten Klinikvergleichszahlen flr Bypassope-
rationen (Coronary Artery Bypass Grafting, CABG). Es waren Leistungs-
zahlen, die die relative Versterbenshaufigkeit (Letalitat) bis auf Operateur-
sebene landesweit publik machte. Es stellte sich heraus, dass eine ge-
eignete Berlcksichtigung des individuellen Risikos einer Operation nétig
ist, um nicht groben Fehlinterpretationen Vorschub zu leisten. Anfanglich
fihrten namlich die blanken Letalitatszahlen dazu, dass bei den sehr er-
fahrenen Kapazitaten, die die schwersten Félle operierten und hohe Mor-
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talitatszahlen verzeichneten, die Patienten ausblieben und umgekehrt vol-
lig unerfahrene Operateure mit positiver Erfahrung einfacherer Falle nun
bestirmt wurden, komplizierte Falle zu behandeln. Heute werden solche
Zahlen risikoadjustiert verdffentlicht, um diesem Umstand Rechnung zu
tragen (CSRS 2002). Die angewandten Risikomodelle versuchen anhand
von praoperativen Merkmalen (solche, die vor der Operation bekannt sind)
eine Eintrittswahrscheinlichkeit eines bestimmten Ereignisses abzuschat-
zen (z.B. Versterben innerhalb einer Zeitspanne). Sie unterscheiden sich
hinsichtlich den verwendeten Merkmale und der Patientenkollektive, die
in den Studien Eingang gefunden haben, z.B. Wolf et al. (1991) Parson-
net et al. (1996), Heston et al. (1997) und Shaw et al. (2000). lhnen allen
gemein ist die Modellierungsform der logistischen Regression, in die alle
Merkmale linear eingehen, s. Gl. 5.50 und Abs. 5.7.2. Dies ist natrlich ei-
ne gewisse Simplifizierung der Realitat, denn das Risiko jeder einzelnen
Operation setzt sich aus vielen Einflussfaktoren zusammen, die durchaus
komplexer interagieren. Das Risikomodell ist die Quintessenz ausgedehn-
ter statistischer Modellierungversuche auf der Grundlage von verflgbaren,
standardisierten Messungen und Beurteilungen.

Eine auf Europa zugeschnittene, umfangreiche Studie entwickelte ein
Risikomodell, das European System for Cardiac Operative Risk Evaluation
(EuroSCORE), das auf insgesamt 19.030 Operationsdaten aus 132 Herz-
zentren in acht europaischen Landern fuBt (Nashef et al. 1999; Roques
et al. 1999). Es bertcksichtigt 18 Einflussfaktoren, darunter allgemeine
Patientenmerkmale (Altersgruppe, Geschlecht, Vorerkrankungen), herz-
bezogene Daten (Reduktion der Auswurfrate, Bluthochdruck) und ope-
rationsbezogene Parameter (u.a. Notfallumstande, Aortenoperationen, s.
Abb. 5.7.4). In friheren Kapiteln wurden EuroSCORE-verbundene Daten
mehrfach exemplarisch prasentiert, siehe Seite 47, 126, 130, 132 und 139.

Zwei Versionen mit den gleichen Merkmalen, aber unterschiedlichen
Faktoren wurden publiziert:

Der Simple-additive-EuroSCORE mit ganzzahligen Multiplikationszahlen
ist in manueller Bearbeitung noch Ubersichtlich zu handhaben und
ergibt eine ganze Zahl zwischen 0 und ~22;

Der Logistic-EuroSCORE mit fixen Faktoren, die direkt aus einer logi-
stischen Regression bzgl. der Letalitat (outcome) stammen. Dank
der vollstadndigen Parametrisierung ist eine absolute Vergleichsleta-
lithtsrate berechenbar. Sie ist als Online-Rechner unter www.euro-
score.org leicht erreichbar.
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Abbildung 9.2: Ein haufiges Bild: Die Datenhaltung ist gepragt von autonomen
Fachabteilungen. Hier unterhalten die Chirurgie, die Anasthesiologie, die Verwal-
tung und die klinische Chemie jeweils ihr eigenes Klinkinformationssystem (KIS)
und speichern darin ihre jeweilige Sicht auf einen Patienten und dessen OP.

Die Ubertragbarkeit des EuroSCORE auf andere Patientenkollektive wur-
de von Nashef et al. (2002) fur die USA belegt.

9.2 Probleme und Herausforderungen

Das Herzzentrum Lahr betreibt seit seinem Bestehen 1995 mehrere In-
formationssysteme, s. Abb.9.2. Sie unterstiitzen die Arzte, das medizini-
sche Personal, das Labor und die Verwaltung in ihrer Arbeit. Leider sind
diese Systeme hochspezialisiert und nicht auf Interaktion oder Integrati-
on hin konzipiert. So war es in der Vergangenheit relativ mihevoll und
zeitaufwandig, Informationen aus den Hauptsystemen und ihren proprie-
taren Datenstrukturen zu extrahieren und zusammenzufihren. Da Zeit auf
Seiten des medizinischen Personals eine rare Ressource ist, war dies
ein ausgesprochenes Forschungshemmnis. Zudem entstanden haufiger
auch Fehler: Ein harmloses Beispiel ist die Fehlausweisung von nur 3 statt
der tatsachlich 25 LV-Aneurysmektomien, einer besonders anspruchsvolle
Operation im Jahresbericht 1999.

Die Probleme und Herausforderungen sind nicht untypisch fir eine Kili-
nik, wie auch in Kuhn und Giuse (2001), Lenz und Kuhn (2001) und Haux
(2002) diskutiert wird:

Koexistenz unverbundener Klinik-Informations-Systeme (KIS) unter der
Leitung autonomer Fachabteilungen. Sie werden von vielen als schutz-

wirdige Investitionen betrachtet. Modifikationen sind sehr aufwén-
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dig, da wartungsvertragliche und haftungsrechtliche Hemmnisse be-
stehen;

heterogene Datenquellen: Neben den KIS gibt es weitere, z.T. handauf-
bereitete, wertvolle Datenbestande aus Klinikstudien;

partielle Konsistenz: Aufgrund von Ubertragungsfehlern u.. stimmen re-
dundante Eintrage nicht Gberein, widersprechen sich oder lassen
sich nicht zuordnen;

komplizierter Zugang zu Daten und

langwierige Auswertungsprozeduren bei Ubergreifenden Fragestellun-
gen.

Da eine ,groBe“ vollintegrierte KIS-Lésung aus organisatorischen, res-
sourcentechnischen und prinzipiellen Schwierigkeiten keine Realisierungs-
chancen hatte, wurde eine schlanke, ergebnisorientierte Lésung der Pro-
bleme entwickelt.

9.3 Aufbau eines Data-Marts

Ein Data-Mart ist ein kleines Data-Warehouse, das projektspezifisch die
benbtigten Daten fihrt und bewusst darauf verzichtet, entsprechend ei-
nes Warenlagers samtliche Informationen bereitzuhalten (Fernandez und
Schneider 1996; Inmon 1998; Imhoff 1999). Stattdessen wird der Daten-
umfang zielorientiert definiert und ggf. evolviert, um in kurzer Zeit zu prak-
tischen Lésungen zu gelangen.

In der ersten Phase wurde in engagierter Zusammenarbeit mit dem
Doménenexperten vor Ort, Dr. Alexander Albert, ein Data-Mart-System
geplant. Hierzu gehért die Modellierung der Anforderungen, der Daten-
struktur, der Quell- und Zieldaten und ihrer Dimensionen sowie eine erste
Qualitatsbeurteilung. Der grobe Datenfluss ist in Abb. 9.3 illustriert. Um
Stérungsrisiken flr den operativen Klinikbetrieb zu minimieren und KIS-
Umbauarbeiten zu vermeiden, wurden Spiegelungsprozeduren fir alle re-
levanten Quelldaten konzipiert. Diese sind unumganglich, da die folgen-
de Verarbeitung auf einem aus Sicherheitgriinden isolierten Unix-Server
stattgefunden hat.
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Abbildung 9.3: ETL-Struktur der realisierten Data-Mart-Lésung.
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Nach diesem ,Extraction“-Schritt aller relevanten Daten von diversen
Quellen werden diese transformiert (, Transformation”) und die Zieltabel-
len geladen (,Loading®). So einfach diese Schritte klingen mdgen, in der
Praxis ist mit Design, Implementierung und Tests ein hochkomplexer Ar-
beitsaufwand verbunden. Dass etwa 50-80 % des Gesamtaufwandes ei-
nes Datamining-Projektes in diesen Vorbereitungsschritten stecken, ist viel-
fach beschrieben worden und konnte in diesem Projekt bestatigt werden
(z.B. TwoCrows 1999; Pyle 1999) .

Eine Besonderheit dieses Projektes liegt in der sorgfaltigen Integration
von historischen Daten, die den hohen medizinwissenschaftlichen Wert
des Datenbestandes begrinden. Dies hatte zur Konsequenz, dass samtli-
che Versionswechsel der drei Hauptinformationssysteme nachgebildet wer-
den mussten. Die ohnehin schon eigentimlich komplexe Datenbankstruk-
turen wurden von den Herstellerfirmen wiederholt modifiziert. Leider muss
man hier mit einem weitreichenden Mangel an Dokumentation und nach-
vollziehbarer Prozessbeschreibung umgehen.

Sind die Daten von der Chirurgie, der Anasthesiologie und der Klini-
schen Chemie zusammengefihrt worden, muss das Problem der parti-
ellen Konsistenz gel6st werden, zum Beispiel

e OP-Identifikationsnummern passen nicht zusammen — verursacht z.B.
durch Lesefehler eines Formularscanners. Indem Editdistanzen auf
Name und Geburtsdaten gebildet werden, kann man Bindungshypo-
thesen generieren (s. Abs. 2.4.1). Mit diesem Verfahren konnten tber
1000 ,Altfalle” restauriert werden.

¢ Eintrage fehlen, sind unplausibel oder widersprechen sich.

Hier wurden die einzelnen Quellenzuverlassigkeiten beurteilt und es wur-
de ein umfangreicher Regelsatz entwickelt. Er wird auf jeden neuen Fall
angewendet und damit werden die Daten konsolidiert. Es wurden speziel-
le webbasierte Inspektionswerkzeuge entwickelt, die den Zusammenbau
des Data-Marts integriert nachvollziehbar machen. Sie kénnen auf einzel-
ne Falle oder definierbare Fallgruppen angewendet werden und sind da-
mit von groBem Wert, um die Regelbasis gezielt zu testen und zu warten.
Wichtige Komponenten sind in der Diplomarbeit von Bert Arnrich (2001)
entstanden und dort detaillierter beschrieben.
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Kerninhalte und EuroSCORE-Integration

Die Data-Mart-Kerntabelle umfasst nun mehr als 250 Merkmale von je-
weils tber 13.000 Operationen und mehr als 5Millionen Laboreinzelmes-
sungen von Blutproben. Die Merkmale umfassen pra-, peri- und postope-
rative Parameter, wie sie im Klinikworkflow formulargestitzt oder papierlos
Uber jede individuelle Operation aufgezeichnet werden. Kurz nachdem die
Daten elektronisch erfaBt sind, werden sie automatisch in den Data-Mart
transferiert und verarbeitet. Uber Webmasken kdnnen essentielle Informa-
tionen nachgetragen werden, z.B. Versterben nach Verlassen der Klinik.
Dies ist firr die korrekte Handhabung der ,30-Tage“-Standardletalitat wich-
tig, sofern das Ableben innerhalb dieser 30 Tage nach Operation (post-op)
eintritt.

Eine wichtige Besonderheit ist die Integration von Risikomodellen, die
auf dem EuroSCORE basieren. Neben der Anpassung und Praparation
aller Einflussmerkmale werden einige Risikomodelle standardmaBig an-
gewendet und sind fallbasiert verfligbar:

ES-num: ganzer Zahlwert des simple-additive EuroSCORE, wie in Abs. 9.1.2

erwahnt;

ES-log: Vergleichsletalitdtswert entspricht dem Durchschnitt der 132 an

der EuroSCORE-Studie beteiligten Kliniken, wie in Abs. 9.1.2 erwahnt;

ES-LahrCal: Klinikspezifische Letalitatsschatzung das auf dem ES-num
Wert beruht;

ES-LahrLog: wie ES-log, aber auf das klinikspezifische Patentienkollektiv
kalibriert.

Die mittlere Letalitat aller Falle betragt etwa 2,0 %, wobei der Anteil von
1 dringlicher und Notfall-Operationen den Schnitt von 1,5 % fir die elekti-
ven (geplanten) Operationen verschlechtert. Damit liegt das Herzzentrum
deutlich unter den EuroSCORE-Zahlen (3,9 %) und den US-Zahlen (1,2 %
vs. 2,2 % fur Bypass-Operationen (CABG). Eine genauere Merkmalsana-
lyse findet sich z.B. in Walter et al. 2003).
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9.4 Integrativer Zugang fur Auswertungen
im Intranet-Portal

Um die gesammelten Daten einfach und effektiv zuganglich zu machen
wurde ein Auswertungs-Portal zum Data-Mart geschaffen. Es steht allen
registrierten Mitarbeiterlnnen im Kinikintranet zur Verfigung. Das Auswer-
tungsportal wird u.a. genutzt fir:

¢ die Auswahl von Datensatzen fir weitere medizinische Analysen. Die
Selektion erfolgt Gber Tabellen oder alternativ mittels hyperbolischem
Treebrowser, s. Abb. 7.2, S. 180;

e der Export der Datensatze erfolgt aus Datenschutzgrinden voll-an-
onymisiert. Dabei wird die Fall-ID mit einer geheimen one-way Hash-
funktion verschlisselt, die selbst Klinikpersonal keinerlei Rlickschluss
auf den Patienten erlaubt.

e Das Online-Berichtswesen Uber Operationszahlen in diversen Kate-
gorien und frei wahlbaren Zeitrdumen (s. Abb. 9.4);

e risikoadjustierte temporale Performanzanalysen, sogennante VLADs,
s. Abs. 9.4 unten;

e risiko-adjustierte Hypothesentests und Signifikanzberechnungen fir
gruppenspezifische Abweichungen, s. Abs. 9.5 unten.

Dabei kénnen die Auswertungen in beliebig wahlbaren Untergruppen durch-
gefiihrt werden. Besonders interessante Gruppen-Differenzierungen sind
direkt in der Eingabemaske kombinierbar, i.e. Operationsart, Operateur
und Zeitraume.

Personenbezogene, nicht-aggregierte Auswahlmdglichkeiten unterlie-
gen Zugangsbeschrankungen. Zum Beispiel darf ein Operateur eine von
ihm selbst durchgefihrte Operation im Detail auswerten, nicht aber die
Operationen eines Kollegen. Personenbezogene Patientendaten werden
im Data-Mart grundsatzlich nicht verarbeitet. Die ,Falldaten“ werden aber
unter Pseudonym gespeichert, um eine Rickverfolgung mit den anderen
KIS, etwa zu Prifzwecken, zu ermdglichen. Im Datenexport erfolgt eine
vollstdndige Anonymisierung.



9.4 Intranet Auswertungs-Portal

243

|| DataMart Online-Berichtswesen - Netscape BE

. Flle Edit Wiew Go Bookmarks Tools MWindow Help ‘

GQ 0 @ O @ [ ntpirdataminercgi- bindlahndm_forms pl7type=bw_trames £3] (G Search | @

» | H, EdMail g Home EJBookmarks

DataMart Online-Berichtswesen

| zeitraum x| [ Alle Operationsarten - einzeln x| [#ne Operateure - gesamt =l

01017888 pis 1122002

Auswahl fertig? —
=55 Neu perechnen <<= |
ASD
[ Home | Erauwteringen | “ortenchinurgie |

=
& Auswahl:  Zeitraum 01.01.1998 - 31.12.2002 =

ACVE Alle 141

AKE Alle 774 29 3.75

AKE_ACVE flle 577 26 451

AKE_MK Alle 48 3 6.25

Aortenchirurgie Alle 162 4 247

AsD alle a2 a 0.00

Infarkt_V'&D Alle ] 1 16.67

MKE Alle 151 8 5.30

MKE_ACYE Alle 65 g 7.69
MKR alle 93 4 404 Lad

MKR_ACYE Alle &3 3 441

OPCAB Al 536 8 149

Re_ACVE Alle 254 = 3.54
Re_Klappen Alle 111 ] 211 =l
D &= A OF [J | Document Doris (13.472 3#65) I &

Abbildung 9.4: Bildschirmansicht des Online-Berichtswesens. Oben Auswahl-
maske, unten Resultat.

Abb. 9.4 zeigt das Online-Berichtwesen und Abb. 9.5 den Blick auf ein
Auswahlmen( fir die VLADs. Neben den numerischen Fakten in Zahlen-
kolonnen lassen sich die OLAP-Funktionalitdten des Excel-Programmes
nutzen, um schnell und effizient Standardgraphiken in Untergruppen zu
analysieren.

Temporale Performanz — VLADs Auswertungen

Eine temporale Performanzdarstellung ist auch unter dem Namen variable
life-adjusted display (VLAD) bekannt (Lovegrove et al. 1997; Poloniecki
et al. 1998). Es handelt sich um eine kumulative risikoadjustierte Letalitats-
darstellung, um Schwankungen in der Versterbensrate zu visualisieren.

Ausgangsbasis flr die Berechnung sind die risikoadjustierten erwar-
teten Letalititszahlen (expected mortality) 17" jeder Operation i. Sie
schwanken in Lahr je nach konkreten Merkmalsauspragungen zwischen
etwa 0,002 und 0,1. Diese Schatzung wird akkumuliert — abzlglich der
tatsachlich beobachteten Letalitat (observed mortality), die 1 ist, wenn der
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1 4‘ DataMart Advanced Statistic Page - Hetscape & i J‘.

. File Edit View Go Bookmarks Tools Windmy Help

GQQ @ Q Q[ http-//dataminer/ci- bindtahrdm_fors i[@gsearch'l @

./ @B, [ Mail 4 Home EJBookmarks

CrataMart - VLADs - Auswahl

Hier kinnen Sie dynamisch ¥LADs-Diagramme erstellen

| T |

Das YL ADs- Grafikformat: I 6" VLADs (Multigrafik mit allen Yarianten unten) j
Zeil-Selekiion: [Jan =[[2005  xlpis | =1 [heute =]

Opetrateurs-Selektion * Alle Operateure * |

Operationsart- Selektion I" Alle Operationen * =l
Wergessensparameter-Selektion: | * Deakiiviert * x|
Fertig?
Berechne und Generiere XLS-File |
Die Eerechnung kann einen Mament dauem. e erhalten dann einen

Excel-Dokument, daB den gewlnschien Grafiktyp enthall. Beim Offnen
werden die Daten Uberragen und die Grafik aktuell vervallstandigt

[ DatshiartHome | Logowt ]

Einstelungen cer Fensterateus
Rechn

ol
ichten Sie die

D 2 A O £] | Dowmen

it D

hi ip
ong (0,756 secs) S

Abbildung 9.5: Bildschirmansicht einer Auswahlmaske fiir VLADs im Auswer-
tungsportal des Data-Marts.

Patient innerhalb von 30 Tagen post-op verstirbt, sonst 0. Die Performanz

NLS(i) =) _ (5mrected — jobserved) mit 1t € (0,1} (9.1)

J=1

wird auch net life saved genannt, da sie die Nettozahl quasi geretteter
Leben ausdrickt. Das Bezugsniveau liegt bei der gewahlten Referenzbe-
wertung, siehe Abs. 9.3.

Im ersten Beispiel werden alle Operationen ausgewahlt, die ein be-
stimmter Operateur im Zeitraum 08.2000-02.2003 leitend ausgefihrt hat
(Albert, Walter, Rosendanhl, Arnrich, Beller, und Ennker 2003). In Abb. 9.6
sind die OPs chronologisch auf der Abszisse aufgetragen und (in Abstan-
den) mit dem Datum markiert. In allen geraden Kalendermonaten dienen
zusatzlich Achsenmarkierungen als Indikator flir die Zeitskalierung. Die
sagezahnférmige Kurve steigt flach fir einfache und stérker fir beson-
ders riskante, aber gegliickte Operationen. Anfanglich versterben drei Pa-
tienten, was an den ,Einbriichen® erkennbar ist. Langfristig lassen sich
durchschnittlich gute Ergebnisse darin erkennen, dass die NLS-Werte um
die Horizontalachse schwanken. Ist die Operationsperformanz Uberdurch-
schnittlich gut, steigt die Sdgezahnkurve und umgekehrt. Gibt es eine zeit-
liche Haufung der Ereignisse, ist dies ein Indiz fir ein Problem, das der
Aufmerksamkeit der arztlichen Leitung bedarf. Umgekehrt sind langere
steigende Kurven ein positives Zeichen und eine Motivation far auch kinf-
tig anhaltenden Einsatz. Am Ende des Zeitraums wurden hier 1,7 ,Leben
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Abbildung 9.6: Operationsperformanz als VLAD-Kurve fur einen Operateur. Auf-
getragen sind die Anzahl der ,netto geretteten Leben*” (iber die Operationszahl fiir
einen einzelnen Operateur.

netto gerettet” .

Steht einem ein solches Instrument zur Performanzanalyse zur Verfi-
gung, lassen sich beispielsweise auch Fragen zum Spektrum angewandter
Therapietechniken stellen. Das né&chste Beispiel beleuchtet die Einfihrung
der minimal-invasiven Bypassoperationen, dem so genannten Off-Pump-

Coronary-Artery-Bypass-Verfahren (OPCAB). Diese Operationstechnik ver-

langt eine besonders gelibte Operateurshand, denn anstatt mit Hilfe einer
Herz-Lungen-Maschine den Herzmuskel stilllegen zu kénnen, werden die
Nahte an den HerzkranzgefaBen ausgefihrt, wahrend das Herz schlagt.
OPCAB Daten dienen auch in Abs.5.9 als Beispiel flur visuelles Datami-
ning (s. a. Abb. 5.20 flr die Detektion einer ternaren Merkmalsbeziehung).

Abb. 9.7 zeigt die VLADs fiir OPCABs seit Klinikbestehen. Bei den fri-
hen Operationen traten mehrfach Komplikationen auf, aus deren Aufar-
beitung Erfahrungen und Erkenntnisse gesammelt wurden. Somit gelangt
man zu einer Verbesserung der Operationstechniken: Die Kurve steigt
kontinuierlich — es stellt sich nach einiger Zeit langsam Routine ein. Dann,
nach einer erfolgreichen (Uber 2 Jahre dauernden) Phase, schleichen sich
mutmaBlich Nachlassigkeiten ein, es wird seltener operiert (an den Ab-
zissenmarkern und Datumsangaben sichtbar) und Todesfélle haufen sich
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Abbildung 9.7: Operationsperformanz als VLAD-Kurve fiir einen Operationstyp:
hier das minimal invasive Bypassoperationsverfahren Off Pump Coronary Artery
Bypass (OPCAB). Technisch ist hier eine dynamisch generierte Excel-Datei mit
Datenbankkopplung im Browser-Plugin zu sehen. Durch solche Integrationsfor-
men lassen sich hochentwickelte Benutzungsmdglichkeiten von Standardsoftwa-
rekomponenten nutzen: Hier z.B. erlaubt die sichtbare Tooltip-Funktion die detail-
lierte Dateninspektion via Maus (s. Datum).

wieder. Diese Form der ,Lernkurve® ist typisch und wurde schon mehrfach
in der Literatur beschrieben. Mit der Auswertungsform der VLADs lasst
sich die Operationsperformanz zeitlich analysieren und Fehlentwicklungen
kénnen zeitnah aufgespiren werden, auBBerdem gibt sie den Verantwortli-
chen die Mdglichkeit, frihzeitig GegenmaBnahmen zu treffen.

9.5 Risikoadjustierte Hypothesentests
und Konfidenzintervalle

Eine zweite wichtige GréBe in der Performanzbeurteilung fir eine Ope-
rationsauswahl @ ist neben der NLS (Gl.9.1) der Risk Adjusted Mortality
Quotient (RAMQ)

observed
COM Yk

RAMQ(®) = == = 5

(9.2)

lexpected ’
1€d "
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der die beobachtete und die erwartete Letalitat ins Verhaltnis setzt. Ein
Wert von 1 ist normal, >1 beziffert zu viele Verstorbene und umgekehrt,
weist <1 auf eine Uberdurchschnittliche Operationsperformanz hin.

Ist die betrachtete Anzahl von Féllen |®| klein, sind die statistischen
Fluktuationen relativ groB und das Problem der richtigen Ergebnisinterpre-
tation wird besonders deutlich. Zum Beispiel ist bei einer Fallzahl |®| = 50
und einer Eintrittswahrscheinlichkeit von p = 2% ein Verstorbener zu er-
warten. Findet man null, zwei oder drei Ereignisse, dann sind die Schwan-
kungen von NLS und RAMG(@ sehr groB und es stellt sich die Frage: Wann
ist eine Abweichung signifikant?

Die Ubliche Methode ist die Bildung von Kontingenztabellen und an-
schlieBendem y2-Test (s. Abs. 4.12.1). Um nicht zu kleine GruppengréBen
zu bekommen, bietet sich die Aggregation von EuroSCORE-Gruppen an,
z.B. in drei ungeféhr gleichstarke Gruppen mit niedrigem, mittlerem und
hohem Risiko (Nashef et al. 1999 schlugen die EuroSCORE-Intervalle 0-
2, 3-5, 6++ vor).

Ist die Grundgesamtheit ® klein, verwirft man allzu viel Information.
Fisher’s exakter Test liefert dann zwar noch einen p-Wert, aber keine Kon-
fidenzintervalle.

Zur Lésung wurde hier eine Methode entwickelt, integrierte Hypothe-
sentests durchzufiuhren (Walter et al. 2003). Die Kernidee ist die nédhe-
rungsfreie Modellierung des genauen Risikomixes, wobei jede Einzelope-
ration als unabhangige Bernoulli-Zufallsvariable gesehen wird. In beliebi-
gen Gruppen wird mit der Methode der Monte-Carlo-Simulation die Vertei-
lung der erwarteten Gesamtereigniszahl ermittelt.
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Im Intranet-Portal des Data-Marts werden hierzu eine Grundgesamt-
heit und das Risikomodell gewahlt. Im zweiten Schritt werden zu verglei-
chende Untergruppen definiert. In Pseudocode formuliert, laufen folgende
Schritte ab:

foreach group {
for(j=0; j < #topLoop; j++) {
for(i=0; i<201; i++) {
foreach case i in group {
wirf Miinze mit individueller Letalitat
akkumuliere gefundene Letalitét;

lexpected .
1 H

}
}

berechne Verteilungsfunktion;
akkumuliere Verteilungsfunktion;
}
verorte die OM, ermittle Quantile in Verteilungsfunktion;
speichere relevante Verteilungsfunktionsparameter;
}
Hierzu sei bemerkt, dass die zweitinnerste Schleife bis genau 201 lauft,
um bequem u.a. die beiden CI-95 %-Konfidenzintervallgrenzen extrahie-
ren zu kénnen (Abs. 4.4 ). Sie liegen dann genau an Position 5 und 195 (im
Indexbereich {0, ..., 200}) der sortierten Ereignissummen. Diese Schlei-
fe wird #topLoop (etwa 5-50-mal) mal wiederholt, um die Restriktion auf
ganzzahlige Ergebnisse zu l6sen und eine Prazisierung der mittleren Ver-
teilungsfunktion zu erhalten. Bei kleinen GruppengrdBen sollte jeder Fall
mindestens 10.000-mal ,gewdrfelt* werden. Anhand der Verteilungsfunkti-
on wird der p-Wert ermittelt, wobei auf korrekte Behandlung von Bindun-
gen in der Verteilungsfunktion zu achten ist.

Abb. 9.8 zeigt das Ergebnis eines konkreten Beispiels. Die interaktiv
generierten Ergebnisse werden im Auswertungsportal prasentiert (gleich-
zeitig werden sie auch persistent in einer Datenbank gespeichert). Die ge-
wahlte Grundgesamtheit umfasst alle Patienten, deren Creatinin-Clearance-
Blutwert (CC) praoperativ bestimmt wurde. Dies ist ein hochgerechneter
Nierenleistungsparameter fir die Kreatininausscheidung und bertcksich-
tigt geschlechtsspezifisch das Kdérpervolumen nach Cockcroft-Gault (fur
weitere Details s. Walter et al. 2003). Zwar ist ein dichotomer Nierenwert,
der Serumkreatinin-Wert, im EuroSCORE vertreten, doch, so die Hypo-
these, ist dies eine zu grobe Berilcksichtigung des Risikofaktors Nieren-
schwéche.
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Abbildung 9.8: Beispiel firr Risiko-adjustierte Hypothesentests hier integriert im
Auswertungsportal des Data-Marts. Uber eine Webmaske werden die Grundge-
samtheit (hier alle Patienten, fir die die Creatinin-Clearance (CC) praoperativ be-
kannt ist) und eine Untergruppenaufteilung ausgewahlt (hier CC, gerundet auf 10
ml/min). Der jeweils oberste, blaue Balken der Inline-Graphiken ist proportional
zur relativen Fallzahl (cases, pct_cases) der Untergruppe (GroupDef). Der zwei-
te, rote Balken ist proportional zur Gesamtzahl der beobachteten (OM=0Observed
Mortality, pct_ OM), der untere, griine Balken ist proportional zur Gesamtzahl der
beobachteten Letalitdten (EM=Expected Mortality, pct EM). Sichtbar sind
ferner die p-Werte und die Quantilenniveaus der OM. Interessante Untergrup-
pen werden auf einen Blick durch das linke Farbfeld in den Inline-Graphiken er-
kennbar, angezeigt auf einer rot-griin Skala, die unter- bis Uberdurchschnittliche
Performanz signalisiert. Je kleiner der p-Wert, desto gestattigter die Farbe. Sinkt
er unter die konventionelle 5 %-Marke, wird das Feld mit einem * gekennzeichnet
und bekommt einen weiteren Stern unter der 1 %-Marke.
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Teilt man die Patienten nun nach ihren gerundeten CC-Werten in Un-
tergruppen, so erkennt man an der gedachten Linie der blauen Balkenen-
den die Verteilung der Merkmalsauspragungen, s. a. Legende von Abb. 9.8.
Unter der Nullhypothese der Unabhangigkeit der Operationen vom ge-
wahlten Merkmal CC sollten die Balkentripel untereinander etwa gleiche
Lange aufweisen. Dies trifft nicht zu, denn schon der EuroSCORE bertick-
sichtigt den negativ korrelierten Kreatinin-Blutserumwert, der eine Erho-
hung des vorhergesagten Risikos mit langeren dritten, griinen Balken bei
kleinen CC-Werten verursacht.

Unter der Annahme der Nullhypothese der optimalen Risikomodellie-
rung sollten keine systematischen Unterschiede (Residuen) zwischen er-
warteter und beobachteter Letalitat (grine und rote Balken) bestehen.
Jedoch findet sich sehr wohl ein durchgangiger Trend, d.h. eine klare
~Rotverschiebung“ bzw. ,Griinverschiebung“ vor und nach der 55 ml/min-
CC-Grenze. Diese rot-griine Langendifferenz korrespondiert mit der Farbe
des kompakten Signifikanzindikators links von den Balken in den Inline-
Graphiken. Rot signalisiert die unter- und griin die Gberdurchschnittliche
Performanz, wobei die Farbsattigung vom p-Wert abhangt. Sinkt der p-
Wert unter die allgemein anerkannte 5%- (1 %-) Signifikanzmarke, wird
das Feld mit einem Stern ,** (bzw. Doppelstern ,**“) gekennzeichnet (sie-
he Zeile CC=50, 60).

In diesem Feld verdichtet sich die gewonnene Information tGber unge-
wohnliche Abweichung und wird so auf einen Blick erfassbar. Die tabel-
lierten NLS- und RAMQ-Werte untermauern diese Information — was sich
an der blau-roten Balkendifferenz bzw. im Langenverhaltnis widerspiegelt.
Sind die weiteren Kennwerte der Monte-Carlo-Verteilungsfunktion hier ver-
deckt, so ist die Essenz der Konfidenzanalyse sichtbar an den p-Werten
und den %-Quantilenniveaus, d.h. der Position der OM auf der simulierten
EM-Verteilung.

9.6 Interaktive Prasentation von Merkmalens-
ahnlichkeiten

In Kap. 7 wurden einige Beispiele zur Visualisierung von Objekten, insbe-
sondere von Dokumenten und ihrer Ahnlichkeitsstruktur, vorgestellt. Man
kann nun den Standpunkt der Betrachtung wechseln und danach fragen,
wie ahnlich oder unahnlich die im Data-Mart verfigbaren Merkmale sind.
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Eine Antwort kann mittels der in Abs. 4.13 erOrterten Assoziationsma-
Be gegeben werden. Im Folgenden wird der Entropie-basierte, symme-
trische Unsicherheitskoeffizient (normalized mutual entropy) U(x;, x;) in
Gl. 4.82 verwendet, um die Distanzwerte ¢;; = log(U(z;, z;) +0.0001) zwei-
er Patientenmerkmale ¢ und j zu berechnen.

Abb. 9.9 zeigt einen Schnappschuss der resultierenden HMDS-Einbet-
tung von 62 Merkmalen in den IH?* (s. Abs.7.3). Die Beschriftung sind
die Datenbankmerkmalsbezeichner, die nach bestimmten Pra- und Suffix-
regeln gewahlt wurden. Fur den Herzchirurgen erschlieBen sich aus die-
ser Art der Darstellung interessante Zusammenhange, fur die sich z.B.
fachspezifische oder allgemeine physiologische Bezlige finden — oder die
entsprechende Uberlegungen ausldsen, also zur Hypothesenbildung sehr
natzlich sind.
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HActive_en
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Abbildung 9.9: Ein Schnappschuss der IH? HMDS-Einbettung fiir 62 Merkmale
des Data-Marts mittels des Entropie-basierten Unsicherheitskoeffizient U(xz;, ;)
(Gl. 4.82). Erlauterungen siehe Text.
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Zum Beispiel findet sich in Abb. 9.9 rechts oben die Information tber
das Verstorbensein des Patienten (rMortality und rMortality ih) unmittel-
bar neben den Merkmalen, die den schlechten Zustand des Patienten
nach der Operation und die deswegen notwendigen lebensrettenden MaB-
nahmen beschreiben (vBallonSupport, vHaemofiltration, (v..)=Verlauf), die
Operation mit dem bekanntermaBen hdchsten Sterberisiko (aHerzschei-
dewanddefekt i) und bestimmte Blutwerte (b..), die einen sehr schlechten
Zustand schon vor (v..) der Operation ausdrtickt (b_cor LDH, b _cor GPT v,
b _cor GOT v (Hinweis auf Herzinfarkt kurz vor der Operation).

Gut erkennbar ist die Kohasion der Merkmalsgruppe hMitralklappe,
hMitralstenose, hAortenstenose, hAortenklappe. Die Begriffe bezeichnen
die haufigsten Herzklappenerkrankungen. Nebenan liegen die Merkmale
bzw. Folgeerkrankungen, welche bei den Patienten mit solchen Herzklap-
penerkrankungen typischerweise anzutreffen sind: gPulmonale_Hypertonie
(durch Stauung des Lungenkreislaufs), hANYHAschwaeche (New York He-
art Ass. Code) und eVorhofflimmern.

Grundsatzlich kann eine solche Darstellung der Merkmalszusammen-
hénge fir einen erfahrenen Spezialisten ein Mittel zur ausfihrlichen Dis-
kussion der mitunter sehr vielschichtigen Zusammenhange seiner Arbeit
sein. Die raumliche Prasentation der Merkmale gibt Anlass, anders Uber
die Zusammenhange nachzudenken und deren komplexes Wechselspiel
neu zu sehen. Sich darin bewegen zu kénnen, ist Anreiz, interaktiv neue
Ansichten zu erzeugen und mental zu verstehen, abzubilden und damit, in
mehrfacher Hinsicht, zu visualisieren.
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